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Chargé, dès la création de l’École Polytechnique, (en 
1794) (*) d j professer l'application de l’analyse à la méca- 
nique, un de mes premiers soins fut de m'occuper de la com- 
position d’un cours élémentaire de la science de l’équilibre 
et du mouvement adapté au système général des études de 
cet établissement célèbre , cours qui ne pouvait pas être 
suppléé par les ouvrages suivis jusqu’alors dans les écoles dut 
génie et de l’-artillerie. Ces ouvrages, quoique digne de l’es- 
time dont ils jouissaient, offraient, relativement à la condi- 
tion que j’avais à remplir, l’inconvénient, de ne pas mettre 
à profit, pour la clarté et la généralité de l’exposition , les 
ressources de la géométrie analytique, dont les monuments 
élevés aitx sciences par quelques géomètres du premier ordre, 
attestaient, depuislongtemps, lagrandeutilité. J’avaisà lavc- 
rité publié, en 1790, un traité de mécanique, servant d’intro- 
duction à mon architecture hydraulique , entièrement fondé 
sur les méthodes employées avec tant de succès par les géo- 
mètres dont je viens de parler, et qui ont le précieux avan- 
tage de s’appliquer immédiatement aux trois dimensions des 
corps, ou aux cas de la nature; cette introduction est, je crois, 
la première production de son genre, destinée à l’instruc- 
tion des ingénieurs et des artistes, où les directions des forces, 
leurs points d’application , et en général les systèmes sur 
lesquels elles agissent aient été rapportés à trois plans eoor- 
donnés comme ils le sont dans le The'oria motus corporunb 
tigidorum , les mécaniques analytique qt céleste etc. , (**) mais 

(*) La première loi concernant cette école, est du 11 mars 1794 , (ai yen- 
tosc an 2 ) 

(**) Voyer , pour plus de dctdll sur cet ouvrage, et sur mes travaui sub- 
séquents , relatifs à l’enseignement de l’Ecole Polytechnique , le rapport his- 
torique sur les progrès lies sciences mathématiques depuis t? 8 ÿ etc. , par M . 
Delambre , l’un des Secrétaires perpétuels de la première classe de l’Instituf 
^mpérial de France. 
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eu égard aux développements qu’elle contenait et à la forme 
à laquelle, par sa destination spéciale, sa composition avait 
été assujettie , elle ne me dispensait pas de rédiger des cahiers 
particuliers offrant textuellement la matière de mes leçons: 
La rédaction de ces cahiers fut menée de front avec celle 
d’une suite de leçons d’analyse pure qu’on fesait imprimer 
pour les distribuer aux élèves; les feuilles de mécanique leur 
étaient seulement communiquées en manuscrit parcequ'clles 
contenaient la partie de mon travail à laquelle j’attachais 
la principale importance, et que je voulais, avant de la li- 
vrer à l’impression , revoir et retoucher avec plus de loisir 
que je n’en avais eu pendant une rapide et première compo- 
sition. Cependant le conseil d’administration et d'instruction 
de l’Ecole Polytechnique, après m’avoir pressé, plusieurs 
fois, de publier mon cours, réitéra ses instances en i8ot; 
mais les fréquentes missions que je recevais du gouverne- 
ment , et qui consommaient une partie notable de mon 
temps , ne me permettant pas de remplir les intentions de ce 
conseil aussitôt que je l’aurais désiré, M. Francœur, ancien 
élève de l'école et l’un des plus assidus à mes leçons, dont 
il avait les feuilles manuscrites, publia l’ouvrage intitulé 
Traité élémentaire de mécanit/ue , d’après les méthodes de 
T. Prony qui, en peu d’années, a eu plusieurs éditions. 
Depuis ce temps j’ai pu mettre la dernière main à mon tra- 
vail et j’en ai fait, par des augmentations et des améliorations 
très-considérables, un ouvrage qu’on peut regarder comme 
nouveau; c’est ce que pourront vérifier, à la simple inspec- 
tion, les personnes qui auront, avec le livre publié en 1801, 
celui que je mets au jour en ce moment; on trouve même, 
dans ce dernier, des théories imporêantes qui n’éxistaient pas- 
encore lorsque le premier a paru. 

Les lecteurs curieux de connoitrc d'avance l’ordre d'ex- 



* 
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position que j’ai suivi pourront parcourir les tailles des ma- 
tières; ils_y trouveront, à peu de chose près, quand à la par- 
tie purement rationnelle de la science, les mêmes séries de 
questions sur l'équilibre et le mouvement, dont se compose 
l'excellent traité de mécaniaue de mon collègue M. Poisson, 
ainsi qu’on devait s’^' attendre d’après l’objet commun que 
nous avons eu en vue ; mon livre est un peu plus volumi- 
neux que le sien, mais cette différence tient à des digres- 
sions dans lesquelles j’ai voulu, en faveur des ingénieurs et 
des artistes , donner quelques exemples de l’applicatiorï de 
la théorie aux machiues et aux arts de construction. 
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ERRATA. 

1 . - : . 

Page t /. dernière , d’où dérive la densité, lises, d’où dérive la densité 
quand on la combine avec l 'étendue , 

Ibid, ligne 4 (du b.), conaissannces , lises connaissances 
4 ligne 4 (du bas), envisagée lisez envisagées 
7 lig. 7 (du haut), par lisez pour, et lig. 9, attirer, lisez attiré 
Ibid . , i 3 (dit h .) , des prssions , lises des pressions 
9 lig. 9 (du b.) je comptent, lises se comptent 
«5 lig. 14 (du b.), «ombre entier, /{res nombre entier; 

1 7 ligne 6 (du b.) , lisez , et, ligne dernière , même faute. 

18 ligne 6 (du h.), rappot, lisez rapport 

20 lig. 5 (du h.), t — A 1 — li , lisez 1 — A , 1 — B 

21 lig. b (du b.) , et proport ionrlles, lises et proportionnelles 
Ibid, ligne i 3 (du h.), prise, lisez prises 

22 lig. 3 (du h .) , Fig. 3 , lisez Fig. 4, et lig. 17 (du b.), ajoutes 
Fig. 5 . 

23 ligne 12 (du h .) , du triangles, lisez du triangle Ibid t 3 (du b.) 
obs, lisez ob- 

28 ligne 6 (du h.) , -pour! 5 *** rfesj' , lisez pour l’axe des t 

34 lig. 9 (du b.),e t directiou , lisez et direction 

35 lig. i 3 (du b.), ff lisez 0 

3 9 ligne .2 (du h.), (Æ ) lisez (-g-) 

41 lig. i 3 (du b.) X, F Z, lisez X, F, Z, 

42 /. 2 (du h.), quêtions, /. questions et I. 6 (du h.), agisse, /. agit 
48 ligne 2 (du b.) qu’elles lisez quelles 

45 ligne i 5 (du //.), tengente, lisez tangente 

46 ligne 11 (du b.), par, lisez pour 

47 ligne première , concécutifs, lisez consécutifs 
5 i ligne 16 (du b.), Q' AK , lisez Q'iili' 

Ibid, ligne t8 (du b.), A (Y lisez AB 

53 ligne 1 1 (du h .) , p" lisez P" 

54 ligne 5 (du h .) , assuré lisez assurée 
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5 y ligne 7 {du bi), indéterminées, lisez indéterminée, et lig. n 
(du b .) , abbaissée , Usa abaissée 
58 ligne 10 (du b.), sera, Usa sur 
61 lig. 2 (du h.), les condition , lisez les conditions 

63 lignes 3 , 4 et 5 (du b .) , l’équilibre n’a pas lieu , ainsi que je l’ai 
dit précédemment, c’est-à-dire que, par rapport à ce point, 
S (Pp) est une quantité finie positive ou négative. Usa ou lors- 
que , par rapport à ce point, 2 (Pp) est une quantité finie, posi- 
tive ou négative , l’équilibre n’a pas lieu , ainsi que je l’ai dit 
précédemment. 

64 ligne là (du b.), angles possible, lisez angles possibles 
67 ligne 10 (du h.), leurs définitions, lises leur définition 
Ibid. lig. 1 1 (du h .) , analogue à celle, lisez analogues à celles 
75 ligne 12 (du h.) I , m et n , lisez À, p et v 

83 ligne 2 (du b.), article 167, lisez articles 167 et 168 

84 /. 1 3 (du b .) , À cos. a +p c. rf+ v c. 7, /. A cos. A + pc. fi + vc. C 
toi ligne dernière du texte , (C) lisez (C') 

io 3 ligne 9 (du b.), 2 (Pp ) , lisez 2 (P b) 

io 5 ligne 10 (du b.), de toutes forces, lisez de toutes ces forces 

110 ligne 11 (du b.), pesenteur, lises pesanteur 

Ibid. I. i 5 (du b.), après le nombre 6866198, ajoutez le mol mètre» 

1 14 lig. 10 (du b.), abbaissée, lisez abaissée 

1 16 ligne 9 (du b.), coordonées, lises coordonnées 

127 lig. 18 (du h.) b/_ x Kl.LLKK lisez b% x KLLK'K 

i 3 o //g. 11 (du b.), je fait, lisez je fais 

1 42 ligne 1 4 (du b .) , le même plan , lisez le plan 
Ibid, ligne 5 (du b .) , son , lises sont 

143 /. 16 (du b .) , fixes I. fixe, et l. 17 (du b.), des points, /. de points 

144 ligne 3 (du b.), immobiles, lises immobile 
148 ligne 10 (du b.), des plan, lises des plans 

1 5 0 ligne 14 (du b.), de la force, lises de la forme 

1 5 1 ligne 2 (du A.), qui leurs, lisez qui leur, et lig. 5 (du b.) , 
représentants , lisez représentant 

t 55 ligne dernière , rapports , lises rapport 

(62 /. 14 (du h ) , ocuppons, /. occupons, et l. 8 (du b.), pris, /. prise 

172 ligne 2 (du b .) , ou 3 e . , lises du 3 e . 
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177 ligne il (du fi-), or, lisez et 

179 h fine 5 (du h.), la tenssion, lises la tensiou 

180 ligue 1 1 (du b.), derniet poinr, lisez dernier point 
Ibid, ligne tS (du h.) , construction , lisez construction 

181 ligne 4 (du h.), (>' , lises p, 

198 lig. ta (du b.), je prend , lises je prends 
200 ligne 16 (du h.) , )>' , lises P' 

ao 5 ligne dernière , P cos. a, + etc. = 0, P cos. S + etc. = Oj 
lises P cos. a' + etc. = o , P cos. + etc. = o. 

209 ligne 5 (du b.) , le poids , lises le point 
217 lig. 10 (du h.), conditons, lises conditions 
240 ligne i 3 (du b.), celui a lieu, lisez celui qui a lieu 
240 ligne 4 (du b.) , forces , lisez force 

247 lig. 10 (du b.), d’abbaissement, lises d’abaissement 

248 ligne 7 (du b.) pesant , lises pesants 

s 5 t ligne 7 (du b.) , des deux autres , lisez des deux autres B et B' 
Ibid, ligne 2 (du bas.) , B et B, lises B et B' 

261 ligne 6 (du b.), du contact n’est, lises du contact qui n’est 
î6à lig. 2 (du b.), du sommet où arête, lises du sommet ou arête 
280 ligne 17 (du //.), M — p , lises M — u' 

284 ligne 3 (du b.), essentielle,' lisez essentiel 
299 ligne 8 (du haut) , q* , lises q , 

3 oi ligne 1 1 (du b.), ÇK est la valeur du moment de la résistance, 
lisez QK est la valeur du moment de la résultante 
Page 2 de la table, lig. tlernière , leurs définitions, lises leur définition 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 




• » « 

ET PARTIE DE LA STATIQUE, 

DANS LAQUELLE ON CONSIDERE PLUSIEURS FORCES 

APPLIQUÉES A UN MÊNfE POINT. 



Objet général de la mécanique. 

t. Les Sciences mathématiques et physiques embrassent Puni versa* 
lité des propriétés des corps et des phénomènes de la nature , et cha- 
cune d’elles a pour objet spécial, qui la distingue des autres, une partie 
de ces propriétés et de ces phénomènes. 

2 . Ainsi les Mathématiques pures considèrent particulièrement tout 
ce qui est relatif à la grandeur ou quantité , soit qu'on la représente 
par des nombres dont l’expression est ou absolue ou algébrique, soit qu’on 
la fasse dépendre de l 'étendue et de la figure ; et comme les idées de 
quantité , A' étendue et de fgure se trouvent liées à toutes celles qui 
composent le système des autres sciences, l’étude de ces dernières doit 
avoir, pour préliminaire indispensable , celle des hlaüiématiques pures , 
qui peuvent être regardées comme formant la première division du sys- 
tème général de la partie des conaissannces humaines dont il s’agit ici. 

3. La mécanique , ou la science de \’ équilibre et du mouvement , in- 
timement liée à la géométrie, emprunte d’elle, l'étendue etla figure , 
et réunissant à ces propriétés abstraites, la masse } d’où dérive la densité^ 

* * 
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Statique élémentaire. 
l’ impénétrabilité , la mobilité e t 1 'inertie, fait, de plus, entrer en con- 
sidération le temps et la force ou puissance. 

L’Étude de la mécanique porte ainsi sur des objets plus composés que 
ceux de la géométrie , mais les raisonnements et les démonstrations n'ont 
pas moins de certitude dans l'une que dans l'autre : la première a même 
l’avantage de fournir des méthodes qui ne laissent plus rien a désirer pour 
la solution ou la mise en et/ nation des problèmes qui lui sont propres, 
en sorte qu'on peut , sous ce point de vue , regarder la mécanique ra- 
tionnelle comme une science complété ou terminée. 

J’entrerai bientôt , sur la force ou puissance. , dans les détails néces- 
saires pour en donner une notion exacte sous le point de vue qui inté- 
resse ce traité ; quant aux autres propriétés des corps , dont je viens de 
faire l’énumération, les élèves, que je suppose instruits, au moins des 
premiers principes de la physique, n’ont besoin d’aucune explication sur 
ce qui les concerne, explications qui, d'ailleurs, ne sont vraiment utiles 
que pour les- parties de la mécanique qui suivent celles dout je vais 
m’occuper. 

4 . La mécanique considérée dans ses rapports avec les trois grandes 
divisions des sciences naturelles qui viennent après les mathématiques 
pures , et qui sont la physique , la chimie et Vhisloire naturelle } ap- 
partient évidemment à la physique , et on en doit dire autant de l 'as- 
tronomie physique qui offre les plus belles applications qu’on ait faites 
des lois du mouvement ; mais vu l’étendue actuelle de ces deux branches , 
et pour les présenter avec les détails convenables , on a pris le parti de 
les isoler du tronc principal, et de les renfermer dans des traités séparés. 
Cette division et cette séparation d’études et de recherches, sont les con- 
séquences naturelles du progrès des connaissances. 

Notions générales sur la force ou puissance. 

5. Les notions A' espace , A’c tendue et de corps ou solide étant ac- 
quises par l’é'tudc de la géométrie , on en déduit immédiatement l'idée 
générale du mouvement qui est le passage du corps ou solide d’une po- 
sition qu’il occupe, dans l’espace, à une autre position. Cette idée est mémo 
déjà devenue familière à ceux qui se sont occupé de géométrie et qui ont 
souvent employé le mouvement pour expliquer la génération des lignes, 
des surfaces et des solides. 



Section première. 3 

Le repos , en mécanique, est l’immobilité du corps ou solide dans 
l’espace. 

6. La nature ne nous offre aucun exemple d’un corps qui passe de l’état 
de repos à celui de mouvement , ou réciproquement, sans que ce chan- 
gement d’état ne soit la suite d’une action exercée sur ce corps par un 
agent qui en est indépendant, et on admet, comme vérité de fait, qu’un 
corps ne peut pas , par lui-même , c’est-à-dire sans l’action d’un agent ex- 
térieur, changer son état de repos ou de mouvement. 

7 . 11 n’existe , selon toutes apparences, aucune portion de matière dans 
l’univers, qui ne soit dans un état actuel de mouvement; l’immobilité 
que nous observons dans quelques corps , à la surface de la terre , n'est 
qu’apparente ou relative , puisque ces corps se meuvent avec la plancte 
dont ils font partie et qui tourne autour de son axe et autour du soleil; 
on a même d'assez fortes raisons de penser que le soleil lui-même et le sys- 
tème planétaire, sont entraînés d’un mouvement commun dans l’espace. 

Cependant , d’une part, on ne peut rien conclure de là, sur l’impossi- 
bilité de l’état de repos , car il est fort aisé de concevoir la combinaison 
du mouvement particulier d’un corps , à la surfaçe d’une planete, et du 
mouvement qui lui est commun avec cette planète , faite de manière 
que le corps reste immobile dans l’espace absolu ; d’une autre part , à me- 
sure qu’on avance dans l’étude et la connaissance de la nature , on s’as- 
sure, de plus en plus, que les mouvements qui s’opèrent dans l’univers, 
peuvent être expliqués et calculés , sans qu’on soit obligé de suppo- 
ser aux corps une faculté de se mouvoir indépendamment des causes mo- 
trices extérieures; d’où on conclut que ces causes extérieures sont néces- 
saires pour la production du mouvement. On voit ici la liaison qui existe 
entre l’établissement de quelques notions très-élémentaires, et la considéra- 
tion des plus grands phénomènes que nous offre l’observation de la nature. 

8 . Il suit de ces notions que le repos d’un corps peut avoir lieu dans 
deux cas, savoir ; lorsque le corps n’éprouve l’action d’aucun agent ex- 
térieur capable de le mettre en mouvement , et lorsque , éprouvant cette 
action , le mouvement qui en devrait résulter est arrêté ou empêché, 
soit par des obstacles qui ne permettent pas au corps de se déplacer , 
soit par d’autres agents qui annulent l’action des premiers, dont l’effet, 
dans ce cas, se borne à donner au corps une simple tendance au mou- 
vement. 
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Statiqe élêmentatr e. 

9. Toute cause motrice capable, soit d’imprimer à un corps ou un 
mouvement actuel, ou une tendance au mouvement, soit d’arrêter son 
mouvement actuel, soit, enfin, de rendre sa tendance au mouvement, 
sans effet , est ce qu’on appelle une force ou puissance. 

10. La nature de la force ou puissance nous est inconnue, mais ses 
effets sont soumis à des lois générales, bien constatées, qui reposent sur 
un petit nombre de principes fondamentaux, au moyen desquels on peut 
toujours calculer et prévoir les phénomènes d’équilibre ou de mouve- 
ment résultants de circonstances connues et qui fournissent les données 
suffisantes. 

> 1. C’est à l’exercice de nos facultés organiques que nous devons la 
première connaissance des effets de la force. Nous avons le pouvoir, en 
agissant sur les corps, de les mettre en mouvement, ou de les réduire à 
i’état de repos ; nous voyons de semblables phénomènes résulter des ac- 
tions réciproques des animaux sur les corps, et des corps les uns sur les 
autres, et nous regardons, par analogie, ces effets divers, comme liés k 
une cause commune. Ainsi nous disons la force d'un homme , la force 
d’un cheval , la force d’un ressort, etc. , pour exprimer les facultés qu’ont 
ces divers agents, de produire ou d'empêcher le mouvement. 

j 2. Le mode d'action des agents dont je viens de parler, peut toujours 
être perceptible aux sens, et a lieu en choquant, poussant ou tirant, soit 
immédiatement , soit par l’intermède de quelque corps ; mais il existe 
dans la nature , d’autres agents dont le mode d’action échappe aux sens , 
et ne se manifeste que par les phénomènes qui en résultent : tels sont 
les phénomènes connus sous les noms d 'attractions et répulsions élec- 
triques et magnétiques , ceux de la pesanteur de la gravitation uni- 
verselle; mais les agents cachés dont l’action devient apparente dans ces 
phénomènes, sont soumis, soit en produisant , soit en arrêtant le mou- 
vement , aux mêmes lois que les agents visibles. 



Scs forces considérées comme quantités mathématiques ; de leur comparaison 
et de leur mesure envisagée sous le point de vue qui intéresse particulière- 
ment la partie de la mécanique exposée dans ce traité. Toutes ces forces 
peuvent être représentées par des poids. 



i 3 . Le mouvement et les phénomènes qui en dépendent , et qui 



Section première. 5 

rendent si manifestes à nos sens les effets de la force , peuvent être, dès 
l’abord , les objets des études des élèves qui veulent apprendre la méca- 
nique, et, même, l’exposition préliminaire des principes généraux de la 
partie de cette science qui traite du mouvement, et de quelques unes de 
leurs applications , présente plusieurs avantages. L’organisation de l'en- 
seignement de l’Ecole Polytechnique , à laquelle ce traité est particu- 
lièrement destiné , me détermine à suivre un autre ordre d’exposition ; 
je supprimerai de cette première partie du cours, tout ce qui tient à la 
considération des corps animés d’un mouvement effectif, et j’y restrein- 
drai l’effet de la force à ce qui concerne la simple tendance au mouve- 
ment , qui est, ou imprimée à un corps dépourvu de cette tendance , ou 
rendue sans effet dans un corps où elle existe d’avance. 

14. Il est nécessaire d’avoir , sous ce point de vue particulier, une 
idée nette et précise de la comparaison et de la mesure des forces. 

Si un corjis pesant est en repos sur une table ou sur un plan horizon- 
tal, et qu’on veuille , en substituant la main à cette table ou à ce plan , 
empêcher le cor]» de descendre, il faut exercer sur lui ce qu’on appelle 
un effort , capable de rendre sans effet sa tendance au mouvement, ten- 
dance au moyen de laquelle il exerce sur notre main une pression. Notre 
effort est une action provenant de la force que comporte notre organisa- 
tion , la pression est une action contraire provenant de la force due à la 
pesanteur, et, dans le cas ou le corps sollicité au mouvement par chacune 
de ces forces , ne prend cependant aucun mouvement , il est dans un 
état qu’on appelle état & équilibre. 

En augmentant ou en diminuant la masse du cor]» soutenu , et ob- 
servant les changements d’effets, sur nos organes, qui en résultent, nous 
acquérons une idée du plus et du moins dans X effort, dans la pression , 
et par conséquent dans la force, qui nous fait , dès lors ranger cette 
force parmi les quantités mathématiques. 

1 5 . Les forces étant susceptibles d’augmentation et de diminution , 
c’est-à-dire étant des quantités mathématiques , ont donc entr’clles des 
rapports assignables ; on peut prendre une force déterminée pour unité 
ou terme de comparaison , et exprimer toutes les autres forces par des 
nombres qui seront leurs rapports avec l’unité de force. 

16. Ces premières notions suffisent pour l’établissement d’une théorie, 
6ur les actions des forces, indépendante, tant du choix qu’on peut faire 
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dans la native d’uçe unité pour la mesure absolue de forces, que des con- 
sidérations physiques d’après lesquelles on rapporterait à ce type les 
r/itan tirés ou intensités des autres forces. Il est cependant bon , afin de 
fixer les idées , de convenir d'avance, et de V unité de mesure des forces 
et du mode physique de leurs comparaisons. 

Dans cette détermination , on regarde comme vérités de fait , que les 
pressions exercées par différents corps pesants de même matière homo- 
gène, de même volume, et pris d’ailleurs, à tous égards, dans les mêmes 
circonstances physiques, que ces pressions , dis-je, sont égales enlr’clles, 
que la réunion de a, 3 etd.> Je ces corps, donne une pression double, 
triple, etc. , de celle d’une masse individuelle, et qu’en général les corps 
dont il s’agit exercent des pressions proportionnelles à leurs volumes. 

17. On ne peut nier ces faits qu'après avoir ruiné entièrement les bases 
de raisonnement généralement adoptées par les physiciens, et qui sont 
d’accord avec tous les phénomènes observés; mais, je 4 ê répété, dans 
l’hypothèse même où on les révoquerait en doute , on ne porterait au- 
cune atteinte à la vérité des théories démontrées dans ce traité, lesquelles 
11c supposent point que certaines forces particulières, prises dans la nature, 
ayent entr’elles les rapports qu’on leur assigne, mais supposent seulement 
que ces rapports peuvent exister entre des forces en général. 

18. On déduit immédiatement des vérités de J ait de l’article 1 6 le 
moyen de rapporter les pressions dues à différents volumes d’une ma- 
tière homogène à celle dont un volume donné de cette matière est ca- 
pable. Dans le nouveau Système métrique français, on a pris pour terme 
de comparaison la pression due à un centimètre cube ou à la millio- 
nième partie d’un mètre cube d’eau distillée et considérée dans le vide, 
2i son maximum de densité : ce maximum , par une singularité remar- 
quable, ne répond pas au degré de la congélation, mais a 4 degrés, au 
dessus de ce terme , mesurés sur le thermomètre centigrade. C’est là 
l'unité de poids que l’on a nommé gramme. 

Les nombres exprimant les pressions dues à des volumes quelconques 
d'eau distillée et mise à -p 4 0 de température, se déduisent donc immé- 
diatement des rapports entre ces volumes et le volume d’un centimètre 
cube; ensuite, au moyen de l’instrument appellé balance dont l’usage 
est de reconnaître si des pressions sont égales , et qui sert , en même 
temps, à déterminer les corps entre lesquels cette égalité existe, on peut 
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rapporter au gramme la pression due h un corps quelconque , ou son 
poids , et c’est ce qu’on appelle peser un corps. 

19. Il est manifeste que l’ effort , par lequel nous tenons dans l'immo- 
bilité un corps pesant qui tend à descendre, a la même mesure que la 
pression contraire exercée par ce corps, et peut aussi, par conséquent , 
être exprimée en grammes} considérant enfin , que nous faisons pour 
empêcher un ressort plié de se débander , par arrêter l’émmersion d’un 
corps enfoncé dans un liquide et qui tend à surnager, pour tenir immo- 
bile un morceau de fer , attirer par un aimant , etc. , des cfTorts abso- 
lument comparables à ceux dont nous avons besoin pour contrebalancer 
les pressions des corps pesants, ( pressions que nous pouvons même subs- 
tituer à nos cfTorts , soit dans la production des efïéts dont je viens de 
parler , soit lorsqu’il s’agît de faire équilibre k des prsssions dues h 
d'autres forces que la pesanteur ) il est manifeste que toutes les forces 
de la nature peuvent être comparées entr’elles et mesurées en grammes , 
ou , en général, être rapportées il des unités de poids. 

20. Je rappelle aux élèves qu’il 11'est point question ici des corps ou 
des systèmes de corps animés de mouvements actuels; l’analyse des ques- 
tions pour lesquelles il faut faire entrer en considération la mesure des 
forces de ces corps ou de ces systèmes, tient à une théorie que j’expo- 
serai h la suite de cette première partie du cours de mécanique. 

21. Enfin il est bon d'observer que l’évaluation de l’intensité d'une 
force se rapporte toujours à des considérations M’équilibre } et on verra 
par la suite, que cette remarque s’applique, non seulement aux forces 
de pression de l'espèce de celles dont il sera question dans ce traité, 
mais encore aux forces des corps en mouvement. 

Du point d’application , de la ligne de direction et du >cn< de l'actiou d'uno 
force ; comment ces diverses choses s’expriment et se déterminent analy- 
tiquement. 

22. La mesure de ce qu’on peut appeller Yintcnsiti i de la force , 
étant , par ce qui précède, ramenée à des notions précises, on a le 
principal élément de la connaissance des efTcts dont cette force est ca- 
pable ; mais ces effets dépendent encore de son point d 'application , 
de sa ligne de direction , et du sens dans lequel elle agit sur cette 
J'gne. 
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Toute force qui agit sur un corps, peut toujours être censée exer- 
cer son action sur un point déterminé de ce corps, et dans la direc- 
tion d’une droite passant par ce point. Chaque fois que nous faisons 
usage de nos forces organiques , nous avons le sentiment très-distinct 
de la direction et du sens de l’action. La ligne 'de direction est celle 
sur laquelle le point d’application de la force se mouvroit s’il cédoit 
librement il l’impulsion que lui donne cette force; et si on considère, 
sur cette ligne droite , un point désigné par A , dont le mobile s’eloi- 
gneroit, et un autre point, désigné par B , dont il se raprochcroit, en 
se mouvant, on dit que la force qui le meut ou qui tend a le mouvoir 
agit dans le sens A B. 

a 3 . La pondération , a laquelle j’ai prouvé qu’on pouvoit ramener 
la mesure absolue de V intensité d’une force quelconque, nous fournit 
Figure I. aussi le moyen de lier a des idées simples et claires ce qui concerne le 
point d'application , la direction et le sens de l'action. Attachons au 
point A du corps AI un fil parfaitement flexible et inextensible, faisons 
passer ce fil sur une poulie fixe (qu’on peut supposer infiniment petite) 
placée à un point B de l’espace, et tournant autour d’un axe horisontal 
perpendiculaire a la droite A B ; enfin suspendons a l’extrémité C de 
ce fil un corps pesant dont le poids soit égal à P j ce poids P repré- 
sentera l’intensité d’une force, qui pourrait être de nature quelconque, 
dont A serait le point d’ application , AB la ligne de direction , et 
qui agirait dans le sens A B. 

24. On peut, sans supposer aucun changement dans l’effet de la force j 
prendre fi volonté, un des points de la ligne AB pour son point d'ap- 
plication j et je ferai voir, dans la suite de ce traité, comment une 
combinaison quelconque de forces appliquées à un corps ou à un sys- 
tème de corps , peut toujours être remplacée par une combinaison de 
poids disposés comme celui dont je viens de parler. 

2.5. \J intensité d’une force qu’on introduit dans le calcul y est re- 
présentée par un signe qui désigne une quantité rapportée à un terme 
de comparaison fixe. 11 s’agit, pour achever de représenter, sous tous les 
points de vue, le mode d’action de cette force, de rapporter a des 
expression analytiques qui ne laissent aucune équivoque, la position 
de son point d'application , celle de sa ligne de diiection et le sens 
dans lequel elle agit sur cette ligne. 

La premièra 
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I.a première de ces conditions est remplie quand on a introduit dans 
le calcul les trois coordonnées du point d'application. Concevons 
ensuite trois droites qui ayent une intersection commune a ce point, 
droites que j’appellerai axes des x', des y' et des s' et que je suppo- 
serai respectivement parallèles aux axes des x des y et des s ; les x' 
positives se comptant du même coté par rapport au plan y' z' que les 
x positives par rapport au plan y z et ainsi des autres coordonnées cor- 
respondantes ; si une droite commentant à l’origine des x',y', se 
dirige, a partir de celte origine, dans le.ve/t.r suivant lequel agit la force 
qui y est appliquée , la position de cette ligne de direction et le sens de 
l’action de la force seront donnés par trois angles qui se mesureront par 
des arcs de cercle ayant leurs origines sur les x', y' et z' positives, se 
terminant à la ligne de direction dont je viens de parler, et se comptant 
positivement depuis leurs origines respectives jusqu’à cette ligne. 

Je représenterai, assez ordinairement, par la lettre a celui de ces 
angles qui se rapporte à l’axe des x' et par 6, y , respectivement, chacun 
de ceux qui sont rapportés aux axes des ÿ et des z' . Aucun de ces 
angles ne pourra excéder deux angles droits, et les arcs qui les mesurent 
étant supposés décrits avec des rayons égaux, se couperont en un même 
point de la ligne de direction de la force; si ce point est désigné par 
B et que A désigne l’origine des x', y' , z' l’action de la force aura 
lieu dans le sens A B. 

D’après ces conventions, le point (T application étant donné, il suffira, 
pour connoitre la position de la ligne de direction et le sens de l’action, 
de connoitre les signes respectifs des cosinus des angles a , 6 et y. En 
effet le point d’application tendra nécessairement à se mouvoir dans 
celle des huit régions déterminées par les intersections des trois plans 
coordonnés sur lesquels je comptent les x', y' et z' , qui se rapportera 
aux coordonneés de signes respectivement identiques avec ceux des 
cosinus des angles correspondants a ces coordonnées. Ainsi lorsque les 
trois cosinus seront positifs, la tendance au mouvement, du point d’ap- 
plication de la force, aura lieu dans la région des x‘ ,y‘ et z' positives; 
si cos. a est seul négatif, ou que a. soit le seul angle obtus, cette ten- 
dance aura lieu dams la région des x' négatives et dcsjy' et z' positives, 
etc. , c’est ce dont on se rendra très-aisément raison, pour peu qu’on 
•oit accoutumé à considérer des lignes dans l’espace. 

i z 
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26. Lorsque la ligne de direction se confondra avec un des axes des 
coordonnées x', y' , z', deux des cossinus seront égaux à zéro, le 3 mr . 
aura pour valeurs + t ou — i et le sens de l'action sera déterminé 
par l’une ou l'autre de ces valeurs qui indiqueront, respectivement, 
si le point d’application tend à s’éloigner de l’orighie du coté des co- 
ordonnées positives ou négatives. 

27. On sait, par la géométrie analytique , que les équations de la 
ligne de direction , sont , a , b etc désignant , respectivement , les coor- 
données de l’origine des x' , y' et z' parallèles aux x y et 

(y — b ) cos. a — ( x — a ) cos. 6 
(s — c ) cos. a = ( x — a ) cos. y 
(;rc) cos. fi — ( y — b) cos. y 

Deux de ces équations suffisent , comme on sait, pour déterminer la 
ligne dont il sagit, et on arrive au même but par les trois coordonnées 
du point d’application et deux angles seulement, l’un desquels pourroit 
être l’angle formé par la ligne de direction delà force et par le plan xy, 
l’autre étant formé par la projection orthogonale de cette ligne de di 
rection sur le même plan x y et par l’axe des x. 

JU Si on désigne respectivement ces angles par les lettres ÿ et ïj on 
aura entre a, fi, y, ç, et r,, les relations suivantes qui sont aussi démon * 
Jrées dans les éléments de géométrie analytique. 



cos. a = cos. v cos. p 
cos. tf’^sin. >: cos. p 
cos. y ==sin. p 

29. La somme des quarrés des seconds membres de ces équations est 
égale au quarré du rayon, pris pour unité, ce qui donne le théorème. 



pos*. a cos*. C'y- cos*, y — t. 

Pt» differente» espèce» de système» auxquels le» force» peuvent être appli- 
quées; équations de condition* relatives à ces systèmes. 

3 o, Les effets des forces ne dépendent pas seulement de leurs intensités 
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et île leurs directions , mais dépendent aussi de la composition des corps 
et des systèmes de corps auxquels ces forces sont appliquées, et il est 
bien important, dars les problèmes d’équilibre et de mouvement, d’avoir 
égard à celte dernière circonstance. 

On considère, dans un système soumis à l’action de forces quelconques , 
sa forme et la propriété qu’à cette forme d’être ou invariable ou va - 
riablc suivant certaines lois. 

Cette forme et les conditions d’après lesquelles elle peut varier s’ex- 
priment par des équations, qui , ainsi que nous le verrons, jouent un rôle 
important dans Panaivse des problèmes de mécanique. 

3i. On peut, par une abstraction de l’esprit, réduire un système à un 
point unique, qui est un point commun à toutes les lignes de direction 
des forces qui lui sont appliqut*es. 

3a. Après ce cas le plus simple vient celui d’un assemblage de plusieurs 
points sollicités chacun par une ou plusieurs forces et liés enlr’eux de 
manière que leurs positions respectives sont invariables; un pareil svs- 
tême peut , ou être entièrement libre* ou avoir un seul point fixe , ou 
en avoir un nombre indéfini placés sur une même ligne droite , ou * 
enfin, en avoir plus de deux qui soient fixes sans se trouver sur une 
même droite. Dans ce dernier cas , le système ne peut pas être un 
moyen de transmission de l’action des forces ; il peut l'être dans les 
trois premiers cas qui lui permettent differents mouvements, dont cha- 
cun comporte un mode particulier de transmission de l'action des forces, 

33. Un système peut être aussi conçu comme composé de points liés 
les uns aux autres, de manière que leurs positions respectives puissent 
changer , les combinaisons possibles de ces changements étant assujetties 
à certaines conditions. Imaginons, par exemple, une suite de verges, ou 
lignes matérielles rigides, attachées à la suite l’une de l’autre, en forme 
de chaine , par des articulations qui permettent des flexions en tous sens ; 
le système sera un poligone matériel , dont les côtés pourront ou être ou 
n’ètre pas dans le même plan, et on aura pour conditions de la compo- 
sition de ce système l'invariabilité de longueur tle chaque côté du po- 
ligone, et la variabilité arbitraire de chacun de srs angles. Si les arti- 
culations, au lieu de permettre des flexions dans tous les sens, les per- 
mettaient seulement autour d’axes placé-s d’une certaine manière par rap- 
port aux cotés contigus, cette circonstance introduirait des conditions 
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particulières. Il faut, dans les problèmes relatifs h l’action des forces sur 
les systfci.es, avoir égard à ces diverses conditions, et les introduire dans 
l’anal yse. 

Les systèmes, de l'espèce de ceux dont je viens de parler, peuvent, 
suivant leurs formes et leurs compositions, avoir plus de deux points 
fixes non compris dans une même droite , sans cesser d'être un moyen 
de transmission de l’actions des forces. 

Enfin , un système d’une espèce quelconque , peut avoir un ou plu* 
sieurs points assujettis à se mouvoir sur des lignes ou des surfaces , ce 
qui donne encore lieu à des conditions particulières. 

Objet particulier de la statique j division des matières comprises dans ce traité. 

34 . Nous pouvons maintenant, au moyen des considérations générales 
qui précèdent , nous faire une idée nette et précise de l'objet particulier 
de la statique. 

J’ai donné , art. 3, l’énumération de ce qu’on peut appeller les ma- 
tériaux primitifs de la mécanique ; mais ces matériaux ne sont pas 
dès l'abord, employés tous ensemble; on les introduit graduellement , 
dans l’étude de la science, à mesure que les sujets de méditation se 
compliquent; ce sont leurs diverses combinaisons, ou aggrégations , qui 
distinguent et constituent les diverses parties de cette science; voici, 
en considérant les choses sous ce point de vue, à quoi se réduit la défi- 
nition de la statique. 

« Les effets et le mode d’action de la force , étant supposés restreints 
« auxcasquiontéléindiquésetexpliquésart. i 4 etsuiv.,la partie delà mé- 
« canique, qu’on nomme statique , donne des méthodes pour résoudre 
« tous les problèmes relatifs aux actions, ainsi définies , des forces sur 
« les corps , dans les cas où ces actions se contrebalancent et se dé- 
« truisent réciproquement , de manière qu’il en résulte l'équilibre et 
« l’immobilité du système auquel les forces sont appliquées. » 

35. Cette manière d’envisager l’action des forces exclut d’abord toutes 
les quantités qui dépendent du temps j ensuite les corps ne devant 
avoir aucun mouvement actuel , et n’étant que de simples moyens de 
transmission des actions des forces, la masse , la mobilité et Y inertie 
sont en général étrangères aux déterminations relatives à ces actions. 
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36. Je parlerai cependant de quelques cas où la considération de la 
masse peut être admise avec le mode d’action défini aux articles ci- 
dessus cités , quoiqu’elle ne soit pas indispensable ; il en est d’autres, 
dont je parlerai aussi , dans lesquels le temps a une influence sur 17//- 
tensitc des forces, et exige, par conséquent, qu’on ait égard it la durée 
de leur action; mais ces différents cas sont simplement des sujets d’ob- 
servations particulières, et on peut les laisser de coté dans l’exposition 
des fondements de la statique , et des méthodes auxquelles ils servent 
de base. 

37 . Ainsi la statique élémentaire ne suppose, à la rigueur, d’autres 
notions primitives que celles relatives aux Jorves ou puissances et aux 
systèmes , assujettis à certaines conditions , par l’intermède desquels 
ces forces se transmettent leurs actions. C’est d’après les diverses condi- 
tions de ces systèmes., que seront établies les divisions des matières que 
je me propose de traiter successivement. 

La fin de cette première section sera consacrée à l’exposition com- 
plette de la théorie des forces appliquées à un même point; c’est le cas 
le plus simple du système de forme invariable. 

La seconde section comprendra la théorie des forces appliquées à un 
système étendu et figuré } mais de forme invariable. 

Je traiterai , dans la troisième section , de l’équilibre des systèmes 
étendus et figurés j et de formes variables j la théorie de cet équilibre 
donne lieu à des recherches variées et difficiles, qu’on ne peut pas, k 
beaucoup près , épuiser dans un traité élémentaire. 

Une quatrième et dernière section offrira l’application des principes 
établis dans les trois précédentes à l'équilibre des machines en faisant 
entrer en considération diverses circonstances physiques auxquelles il 
est indispensable d’avoir égard dans la pratique , telles que le frotte- 
ment j la raideur des chaines et des cordes , etc. 



Ce qu’on entend par composition et décomposition de» force», résultantes et 

composantes . 



38. Lorsque plusieurs forces dont nous désignerons, d'après ce qui a été 
convenu précédemment art. 14 et suiv. , les intensités respectives par V , 
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P" etc. sont appliquées simultanément à un même point, il résulte de leurs 
actions combinées, une tendance de ce point a se mouvoir suivant une 
certaine direction, et cette direction est nécessairement unique, car un 
point ne peut pas suivre plusieurs lignes à la fois. Or la ligne, suivant 
laquelle le point tend a se mo.uvoir et le sens de la tendance au mou- 
vement étant supposés connus, on peut appliquer à ce point une force 
unique, que nous désignerons par R, agissant dans la même ligne de 
direction et dans le même sens et on peut, de plus, supposer à cette 
force une intensité telle qu’elle agisse sur le point d’application avec 
une énergie équivalente à celle qui résulte de l’action combinée des 
forces P', P ", etc. 

Il suit de là que l'effet produit, sur le point d’application , par les 
actions combinées de P' , P" , etc. ne changera point si , à ces forces, 
on substitue la force unique R; et que, réciproquement, la force R 
étant supposée d’abord appliquée au point dont il s’agit , on peut la 
remplacer par les forces P' , P" , etc. sans rien changer à l’état de ce 
point. 

3<j. La force R est ce qu’on appelle la résultante des forces P', 
P" , etc. et celles-ci sont les composantes de la première. Lorsqu’on 
déduit , par les règles que je donnerai bientôt , la résultante des com- 
posantes, cet te opérât ion se nomme composition des forces P' , P” , etc. 
L’opération inverse , celle qui consiste à trouver plusieurs forces dont les 
actions combinées produisent le même efTet que la force unique R, sc 
nomme décomposition de la force R. 

40. On peut , sans connaître les règles de la composition et de la dé- 
composition des forces , affirmer d’avance que si , en conservant l’in-* 
tensité et la ligne de direction de la résultante R , on la fait agir, 
sur cette ligne, en sens contraire de celui dans lequel elle doit agir 
pour remplacer les forces P’, P" , etc. elle annullera alors , ou pourra 
annuller l’effet de ces forces , c’est-à-dire lefir faire équilibre. La vé- 
rité de cette proposition est manifeste, car, d’après les définitions de 
l’art. 3ç , elle se réduit à dire qu’une force R fait équilibre à une autre 
force R , lorsque ces deux forces , de même intensité, agissent, en sens 
opposés, leurs directions respectives étant sur une même droite. 

Cette remarque suffît pour faire voir comment la tlmorie de la com- 
position des forces est liée à celle de leur équilibre. 
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Je vais exposer cette théorie en commençant par le cas le plus simple, 
celui de deux forces appliquées à un même point. ' 



Composition de deux forces appliquées à un mémo point. 



4t. Une question quelconque de statique exige la considération de 
deux forces au moins, et j’observerai, en passant, que cette circons- 
tance établit une première distinction entre la partie de la mécanique, 
qni traite de l’équilibre, et celle qui traite du mouvement. En effet, 
dès qu’un corps est animé d’un mouvement actuel , soit que ce phé- 
nomène résulte de l’action d’une, ou de plusieurs forces, on a, par le 
fait même de ce mouvement, des relations entre les espaces parcourus 
et les temps, qui pouvant être modifiées d’un nombre infini de manière, 
fournissent déjà des formules générales et un algorithme qui sont du plus 
grand usage dans tous les problèmes de mouvement. 

42. Les élèves se rappelleront que , d’après les notions données , depuis 
l'art. i 3 jusqu’à l’art, si , sur la comparaison des forces, dire qu’une force 
P est égale à n fois une force Ç, c’est dire que cette force P est capa- 
ble de contre -balancer ou de rendre sans effet les actions simultanées 
de n forces, dont chacune serait égale à et agirait dans la même ligne 
de direction que P , n ne se trouvant point, d’ailleurs, assujettie a être un 
nombre entier, ils se rappelleront , encore, que les théories h établir sur 
ces notions sont entièrement indépendantes du choix du module absolu 
des forces, et des moyens physiques employés pour leurs comparaisons. 

Ces préliminaires posés, je commence par le cas le plus simple de la 
composition de deux forces, celui où on suppose que leurs directions sont 
sur une même droite; il est évident , que, dans ce cas, la composante 
des deux forces est égale à leur somme ou à leur différence, respec- 
tivement, suivant qu’elles agissent dans le même sens ou dans des sens 
opposés. 

43. Passant au cas de deux forces dont les lignes de direction se 
coupent et qui sont censées, toutes deux, appliquées au point d’inter- 
section de ces lignes , on peut , d’abord , affirmer ; t°. que la ligne de 
direction de la résultante passe par le point commun d’application des 
deux composantes , ce qui est évident ; 2 p . que cette même ligne est 
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dans le plan qui renferme les lignes de direction de ces mêmes com- 
posantes. On emploie , pour prouver cette seconde proposition , un genre 
de raisonnement particulier, qui est démonstratif lorsqu’on est sur de 
faire entrer, complètement, en considération tous les éléments d’une 
question. 

Cette certitude est parfaitement acquise dans le cas dont il sngit ici, 
car il est manifeste qu’il n’existe d’autres données pour déterminer la 
résultante, que l’intensité de chacune des forces composantes, et l’angle 
qu’elles font entr’elles (’). Or si la ligne de direction de la résultante pou- 
vait av'oir une position quelconque par rapport aux lignes de direction 
des composantes , sans avoir sa trace dans leur plan , on le démontre- 
rait par un raisonnement exclusivement fondé sur les données dont je 
viens de parler , dans lequel ces données seraient employées d’une cer- 
taine manière ; mais on peut toujours , par le point d’application des 
forces , faire passer deux lignes qui , de part et d’autre du plan des com- 
posantes, aient des positions symétriques par rapport à ce plan et aux 
directions des Composantes ; le même raisonnement , le même emploi 
des données s’appliquerait indistinctement à l’une et l’autre des deux 
positions symétriques, d’où on est en droit de conclure, la position 
de la ligne de direction de la résultante, devant être unique, qu’elle 
n’a point sa trace hors du plan des composantes et qu’elle est , par con- 
séquent , dirigée dans ce plan. 

44. Le problème de la détermination de la résultante, se réduit donc 
à trouver la trace de sa direction , sur le plan des composantes , et son 
intensité. La première partie du problème est résolue pour un cas par- 
ticulier, celui de deux forces égales. Dans ce cas, la ligne de direction 
de la résultante partage, en deux parties égales, l’angle formé par les 
directions des deux composantes, et on le prouve par un raisonnement 
Semblable à celui que j’ai employé dans l’article précédent. En effet , 
P et T 7 étant les deux composantes égales, et 2 a l’angle compris entre 

(*) Dorénavant, pour abréger l'énonciation , je dirai, t angle formé par 
deux fort es , l’angle formé par une force et par une ligne , au lieu de dire , 
l’angle formé par les directions de deux forces , par la direction d une force et 
par une ligne , etc. Aiosi cès expressions , forces qui font entr'clles un angle A , 
forces parallèles , etc. équivaudront à celles-ci ; forces dont les directions font 
entr’clles un angle A , forces dont les directions sont parallèles, etc. 

leurs 
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leurs directions , si la résultante pouvait faire , avec la composante 
P , un angle G , plus petit que a, le même raisonnement qui prouve- 
rait l’existence de cet angle, prouverait aussi que la même résultante 
fait le même angle G avec l’autre force TT , la totalité des données de 
la question s'appliquant, exactement de la même manière, à l’une et 
l’autre proposition ; donc la résultante, qui doit être unique, ne peut 
être dirigée ni d’un coté ni de l’autre de la ligne qui divise l'angle 2 x 
en deux parties égales , donc sa trace se confond avec celle de cette 
ligne. Quant au sens de l’action, il n'est jamais équivoque. 

Il ne s’agit donc plus, dans le cas particulier dont je viens de parler, 
que de trouver l’intensité de la résultante que je désignerai par /?. Cette 
résultante dépend uniquement des deux forces égales P et TI , et de 
l’angle 2 a compris entre leurs directions , ainsi on doit avoir R— fonc- 
tion ( P , a J et, en divisant les deux membres de cette équation par 

P , on a =s ^ ^ Pp a ^ j cn prenant f pour signe de fonction, 

et j’observe d’abord que le second membre de cette équation ne doit 
plus renfermer P , ou que cette quantité P doit s’en éliminer d’elle 



même. En effet. 






ne contenant pas R , si P sc trouvait en- 



core dans cette expression, on changerait la valeur numérique de Ç’ - fJ 

en changeant seulement l’unité des forces , ou le terme commun de, 
comparaison auquel on rapporte P et R , quoique les valeurs absolues 
de P , R et a restassent les mêmes; mais le changement d’unité de 

p 

forces n’a aucune influence sur le nombre qui exprime le rapport , 

auquel l’expression ^ a ^ doit être égale ; il est donc impossible 

que cette expression puisse, par un changement d’unité de force, 
avoir différentes valeurs numériques tandis que P , R et a demeu- 
rent constants en quantités absolues, sans supposer, que son égale 

P 

— p- est en même temps constante et variable ; car cette condition ab- 



Digitized by Google 



«8 



Statique élémentaire. 



surde devroit avoir lieu si P entrait dans la valeur de — ;donc^-~ jîi 

ne contient pas P et est une fonction de a seul , c’cst-à-dire qu’on a, 

R 



=/(")• 



R = Pf{°) («) 



f ( a ) étant une fonction de dimension nulle ou un nombre abstrait 
égal au rappot entre R et P. 

Soient A P et A II , respectivement, les directions et les sens des ac- 
tions des forces égales P et TI et P A II l’angle compris entre ces di- 
rections, que j’ai désigné par 2 a j A R que je suppose diviser l'angle 
P A II en deux parties égales et former , par conséquent , un angle 
=a avec chacune des lignes A P et A II sera la direction et le sens de 
l’action de la résul tante. 

Fig. 2 Traçons , de part et d’autre d c A P , les droites A p,Ap' , faisant 
chacune un angle co avec AP, traçons, de même, de part et d’autre 
de A II , les droites A sr, A st 1 faisant aussi chacune , avec A II , le 
même angle a ; enfin imaginons quatre forces égales entr’clles , dirigées 
suivant les lignes A p, A p' A sr, A -t' , et d’intensités telles|que| P 
soit la résultante des forces égales dirigées suivant A p et Ap', ce 
qui suppose que U est aussi la résultante des forces égales dirigées 
suivant A sr et A iP . On aura, d’après le théorème énoncé par l’équa- 
tion (t), et en désignant, par Q, l’une quelconque des quatre forces 
égales dont je viens de parler, P—Qf(es), valeur qui substituée dans 
l’équation (t) donne 

* = P/(«)/(») (^) 

La résultante des forces Ç dirigées suivant les lignes A p' et A .t', 
qui font le même angle avec A R, doit se trouver sur la ligne A R ; 
donc en désignant cette résultante par R' on a R' =■ Qf (angle JiAp'), 
ou 

R’~Qf{*-*) ( 3 ) 

on trouvera de même pour la résultante des forces Q agissant dans les 
directions Ap et A se , et en faisant cette résultante —R" 
R"=Çf(* + v) ( 4 ). 

L’action de la force R équivaut à celles des forces P et 77, les actions 



s 
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de ces deux dernières équivalent à celles des quatres forces Q, lesquelles 
peuvent être remplacées par R' et R " , on a donc , trois forces R, K , R ", 
telles qu’on peut substituer la première aux deux dernières et récipro- 
quement, et comme ces forces agissent dans le même sens , R doit être 
égal à /?' 4- R" j ce qui donne 

/(<*)/(«)=/(«— «)+/(* +° ) •••••• (S) 

équation de laquelle il faut déduire f ( a ). J’observe , d’abord que les 
quantités a et a sont absolument indépendantes l’une de l’autre c’est- 
à-dire ne doivent être liées entr’elles par aucune relation, l’angle » 
ne dépendant que de la valeur de Q qui est entièrement arbitraire. 
On voit aisément, d’après cette observation, que la détermination de 
/(«) deviendrait facile si on avait une équation entre a. et a dans 
laquelle ces quantités fussent séparées , et c’est à quoi je parviens en 
retranchant la différentielle seconde de l’équation ( 5 ), prise par rap- 
port à a , de sa différentielle seconde prise par rapport ko ce qui donne 
/" (*)/(«)-/(*)/" («) = °> «U. 



r («) _ r («) 

/(*) /M 



( 6 ) 



d'après l’indépendance, que j’ai fait observer plus haut, entre a et », 
l’un quelconque des deux membres de cette équation peut demeurer 
constant, quelque valeur qu’on donne à la variable contenue dans l’autre 
membre, <T où il suit que l’un et l’autre membre sont nécessairement des 



quantités cons lt *. ; ainsi on a , q étant une cons ,e . 



/"(«) ,_ /"(») 
’ /(*) /(") 



= <!> 



r*ï> 



= qf{a) 



( 7 ) 



Cette équation, linéaire du a* m *. ordre, donne pour la va!curdey(a) 
( calcul intégral de Lacroix art. 280 (*) ) 









( 8 ) 



( * ) Le* citations de cet ouvrage , répandues dans le cours de njon traité dp 
mécanique , se rapportent toutes à l'édition in- 6 a . de 1S06. 
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A et B étant deux constantes , et e la base du système des logarithmes 
népériens. 

La fonction désignée par f étant ainsi déterminée, on a, en appli- 
quant cette détermination à l’équation ( 5 ) et rassemblant les termes 
multipliés par 1 — A t — B 

+ n —(a — a) Vq 

e H e 

A 

Î (a—rj)Vÿ „ —(a+o)V r ~< l 

e -+- 

d’après l’indétermination absolue des rapports entre les quantités a 
et a cette équation doit être satisfaite indépendamment de toute 
valeur particulière de ces quantités, ce qui ne peut avoir lieu qu’en 
faisant / — v/=o et i — B — o; et en effet si on supposait à A et B 
des valeurs différentes de l’unité , toute valeur déterminée de a se 
trouverait liée, par l’équation précédente, à une valeur déterminée de 
o, et réciproquement, ce qui est contraire k l'état de la question. 
Les valeurs Az=.t et B = i changent l’équation 8 en 




/(a)=c 



+ e — a ^l 



or on a , par les formules de trigonométrie, 2 cos. (sV^ i ) = e -p e 

OU Cl 
donc 



7 / \ a — a Vif 

ou en supposant ; = « y‘, a cos. (aK-j) = e +c 7 ; 



/(a) = 2Cos. (aV—ç) .... (9) 
et cette valeur substituée dans l’équation ( t ) , B = P f {a) donne 

/i = 2 P cos. (a V— ~q) (10) 

pour déterminer la constante q je suppose a = en désignant par jrla de- 
mi circonférence dont le rayons/; dans ce cas l’angle II A P = 2 a = )r, 
et les deux composantes égales P cl H étant, directement opposées se 
font équilibre , au moyen de quoi leur résultante est nulle. On a donc 

/(-=©; d’oùcos. ( ~V~tf)=o > ce qui suppose — + 1 )— - 

îi 2f A 
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( n étant un nombre entier quelconque ) 9 = — ( 2 n -p 1 et 
/{ = 2 P cos. [ (in-i-r)tz ] 

R , considéré sous le point de vue purement analytique, peut, ainsi, 
avoir une infinité de valeurs, mais, parmi toutes ces valeurs, il n’y en 
a qu’une d’applicable à la question particulière qui nous occupe, celle 
qu’on obtient en faisant n — o ; toute autre hypothèse sur n donnerait 
des résultats inadmissibles, car en supposant que l’angle 2. a. formé par 

les directions des forces fût égal à — — — , on aurait 

(2n-i-r) 

R — 2 P cos. — ss o , pour n =+ 1 } « = + 3 , etc. 

I 

et on serait conduit à dire que deux forces égales et dont les directions 
ne se trouveraient pas sur une même droite , pourraient avoir une 
résultante nulle ou se faire équilibre , ce qui est une proposition 
absurde. Je seul moyen de rendre nulle l’action combinée de ces forces 
étant de les faire agir en sens contraire, et a = 7 rr , étant la seule 
valeur qui remplisse cette condition. 

Faisant donc /i = o, on a ultérieurement 

R — 2 P cos. a 

4-5. Si on représente les forces P et U par les lignes A P et A TI p; 
prise sur leurs directions, c’est-à-dire si on fait ces lignes égales respec- 
tivement, à autant d'unités linéaire s que P et II contiennent d’unités 
de forces, la résultante R devra être représentée, sur la ligne A R , 
par une longueur qui ait avec les longueurs A P et A IT les mêmes 
rapports qu’a la force R avec les forces P et IJ j cette longueur sera 
donc égale à a AP x cos. PAR c’est-à-dire à la diagonale A R du 
parallélogramme ou losange A P R JI construit sur A P et AU. 

46. Cette manière de représenter des forces par des lignes prises sur 
leurs directions, et proportionelles aux intensités de ces forces, est 
d'un usage général , en mécanique , et je l’cmployerai dans tout le cours 
de ce traité. 

47. Je passe au cas où les deux forces qu'on veut composer en une 
seule, sont inégales et forment entr’elles un angle droit. Soient P et 




Fig. 3 
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Q ces deux forces agissant dans les sens A P et A Q et représentées 
respectivement par les lignes A P et A Q ; j’achève le parallélogramme 
rectangle P A Q R et je trace les deux diagonales A R et P Ç j je mène 
DAB, parallèle à P () , rencontrée aux points D et B par les paral- 
lèles P D et Q B h A R. Cette construction me donne deux losanges 
semblables et égaux DA CP et CA BQ dont la petite et la grande 
diagonale sont , respectivement , la force A P et la force A Q. Or 
d’après ce qui est démontré (art. 44) on peut, à la force AP, subs- 
tituer les forces A D et A C , et, à la force A Q , substituer les forces 
AB et A C ; les forces AB , AD et 2 AC peuvent donc remplacer 
les forces AP et AQ ; mais les deux premières AB et AD étant 
égales et agissant en sens contraires sur une même ligne, se détruisent 
réciproquement , et il reste la force 2 AC, ou la force A R , qui .seule, 
peut , remplacer les forces A P et A Q j donc la résultante de ces forces 
est représentée par la diagonale du parallélogramme dont les côtés re- 
présentent leurs intensités. 

48. J’arrive enfin , au cas le plus général de la composition de deux 
forces appliquées à un même point, savoir, le cas où ces forces sont 
inégales et forment entr’ellcs un angle quelconque. 

Soient AP et AQ des lignes qui représentent ces forces, lesquelles 
agissent dans les sens AP et AQ ; je construis le parallélogramme 
APRQ, et, après avoir tracé la diagonale A R, je lui mène les per- 
pendiculaires P C et Q R j et j’achève les parallélogrammes rectang'es 
A DP C et A BQ R. Il suit de l’art. 47 que la force AP peut être 
remplacée par des forces A D et AC, et que la force A Q peut être 
remplacée par AB et A E j donc les deux forces AP et A Q peuvent 
être remplacées par le,s quatre forces AD, AB, AC, et A E s mais 
les deux forces AD et A B se détruisent parcequ’elles sont égales et 
qu’elles agissent en sens contraires, et il ne reste que les foi ces A C 
et A R, agissant dans le sens A R, qui peuvent, seules remplacer 
les forces A P et A Q. 

On a A C-f- A E= A R donc les deux forces A C et A E , agissant 
dans le même sens A R , se composent en une seule égale à la dia- 
gonale A R , qui représente, ainsi, la résultante des forces P et Q, 
lorsque les intensités de ces forces sont représentées par les côtés A 
pt A Q du parallélogramme P A Q R. 
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49. Los propositions que je viens de démontrer conduisent au théo- 
rème suivant qui est le fondement de toutes les théories mécaniques. 

« Si deux forces quelconques, P et Q , dont les directions forment 
« cntr’elles un angle quelconque, sont appliquées k un même point, 
« et qu’on représente leurs intensités respectives par des lignes prises 
« sur leurs directions, la diagonale du parallélogramme , construit sur 
« ces lignes, représentera la résultante des forces P et O » 

Ce théorème est connu sous le nom de théorème du parallélo- 
gramme des forces. 

5 0. On voit que les relations entre les deux composantes A P , A Q 
et leur résultante A R sont les mêmes que celles qui existent entre 
les trois côtés du triangles A P R qui est semblable et égal au triangle 
A Q R. D’après cela'désignant par (>' et p" } respectivement, l’angle 
que chacune des composantes P et Q fait avec la résultante R, par 
t l’angle que ces deux composantes font entr’elles , et observant que 
l’angle AQR, ou son égal AP R, à le même sinus que son sup- 
plément P AQ , on a, par le théorème connu de trigonométrie, 

P : Q : R ; ; sin. p" : sin. p' : sin. r 
5 r Un autre théorème de trigonométrie donne le moyen de déduire, 
immédiatement, la valeur de la ré-sultantc de celles des composantes, 
en ne connaissant, des trois angles p' , p" et T , que l’angle t formé 
par les deux composantes; on a pour calculer cette valeur, en obs 
servant que le cosinus d’un angle ne différé de celui de son supplément 
que par le signe, l'équation, 

R 1 — P* 4. Q 1 -f. 2 P Ç cos. r 

Décomposition d'une force en deux autres; iudétermi nation du problème; cas 
où les directions des composantes sont à angle droit l’une sur l’autre. Dé- 
composition d’une force en trois autres dont l’une quelconque est perpendi- 
culaire au plaît qui renferme les directions des deux autres. Indépendance 
des composantes rectangulaires. 

. • ’ ■ t 

5 a. Le problème de la composition, en une seule, de deux forces 
appliquées à un même point, et dont les directions et les intensités sont 
données, est toujours déterminé, mais il n’en est pas de même du problème 
où l’on propose de substituer deux forces à une seule; en général, puisqu’il 



*+ Statique élémentaire. 

existe, art. 5o et 5i , entre les six qantités P, Q, H , p' , p" et r les 
mêmes relations qu’entre les côtés et les angles d'un triangle rectiligne, 
il faut, nécessairement, pour que ces six quantités soient déterminées, 
que trois d'entr’elles soient données. 

Quelque soit la combinaison des données et des inconnues , parmi 
les six quantités P , Q, R , p' , p" et r, si les données sont en nombre 
suffisant, on a , pour calculer les trois inconnues, deux équations four- 
nies par les proportions de l'art. 5o, et l’équation de l’art. 5t. Les 
proportions de l’art. 5o donnent trois équations, mais l’une quelcon- 
que de ces trois est une conséquence des deux autres. Au reste on peut 
employer pour déduire, dans chaque cas, par le moyen le plus simple, 
les inconnues des données, toutes les ressources que fournit la trigo- 
nométrie rectiligne. 

53. D’après ce qui précède, si on se propose, pour condition unique, 
de décomposer une force R en deux autres, deux des cinq quantités 
P , Q , p' j p” j t, sont arbitraires , et on a trois équations pour dé- 
terminer les autres quantités. 

Mais si on ajoute à la condition dont je viens de parler, celle d’avoir 
deux composantes dont les directions soient à angle droit l’une sur l'autre, 
alors sin. T= t ,sin. p" =zco$. p' et les proportions de l’art, 5o deviennent 
P : Ç : R ; j cos. p 1 : sin. p' : i 

d’où P = R cos. p' j Q=.R sin. p ' } 

tout est déterminé dès qu’on se donne deux des quantités R , P , Q 
et p'. 

54 . Les deux équations précédentes fournissent le théorème suivant; 

« Une force R et l’angle qu’elle fait avec un axe donné de position 

« étant connus, ses deux composantes, parallèle et perpendiculaire à 
« cet axe, sont respectivement égales aux produits de cette force par 
« le cosinus et le sinus de l’angle donné. » 

II est important que les élèves se fixent bien, dans la mémoire, ce 
théorème dont les applications reviennent à chaque instant dans l’ana- 
lyse des problèmes de mécanique. 

55. La décomposition d'une force en composantes rectangulaires doit, 
à plus forte raison, fixer l’attention lorsqu’on la généralise en l’étendant 
au cas de trois dimensions , car elle conduit alors à un théorème 
fondamental auquel se trouve liée toute la mécanique analytique. 
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Soit une force P dont le point d’application et la direction sont 
rapportés à trois plans coordonnés, et proposons-nous de trouver trois 
forces respectivement parallèles aux axes des x , desj/- et des z , qui, 
appliquées au même point que la force P , puissent être substituées à 
cette force. Je nomme <p et r< , respectivement, l’angle formé par la 
direction de cette force et par le plan des x y , et l'angle formé par la 
projection de cette direction sur le plan x y et par l’axe des x. 

Les deux composantes de P, respectivement parallèles et perpen- 
diculaires à l’axe des s sont, art. 54, P sin. <p et P cos. £ ; cette 
dernière composante , parallèle au plan x y , donne, elle même, deux 
autres composantes parallèles k l’axe des x et k l’axe des y , dont les 
Valeurs respectives sont, art. cité, P cos. 0 cos. j? et P cos. <p sin. ri, 
et qui avec la force P sin. <p satisfont aux conditions demandées. 

56. Il est convenable de substituer aux angles 0 et ri les angles 
a , S et y formés, respectivement, par la direction de la force P et 
par les axes des x , des y et des s. On a, pour cette substitution, 
les formules citées art. 28 , au moyen desquelles on trouvera que 
les composantes de P } respectivement parallèles aux x , aux y et 
aux 1 , sont 

P cos. a j P cos. S j P cos. y. 

5y. Le théorème précédent est celui que j’ai annoncé , art. 55 , en fai- 
sant pressentir son extrême importance dans la Mécanique analytique; 
il est bon , pour commencer à fixer l’attention des élèves sur les avan- 
tages de la décomposition d’une force en trois composantes rectangu- 
laires , de leur faire observer qu’une force ne pouvant exercer d’action 
dans le sens d’aucune ligne tracée sur un plan perpendiculaire à sa 
direction, il résulte, de là, une propriété de cette espèce de décompo- 
sition , qui consiste en ce que l’elfet de l’une quelconque des trois compo- 
santes rectangulaires P cos. a , P cos. 6, P cos. y, considéré parallèlement 
au plan qui renferme les deux autres, est absolument nul ; c’est ce qu’on 
pourrait appeler l 'indépendance entre ces trois composantes. 

L ’ indépendance dont je viens de parler est , comme je l’ai dit , la 
conséquence de ce qu'une force n’est capable de donner , à un point 
matériel, aucune tendance au mouvement dans un plan perpendiculaire 
h sa direction ; cette proposition manifeste est liée à toutes les vérités 
précédemment démontrées, mais on peut s’en rendre raison, immédia- 
tement , de la manière suivante ; supposons que le point matériel soit 
renfermé et assujetti à se mouvoir entre deux plans parallèles et infi- 
• 4 
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niment près l'un de l'autre, si la force perpendiculaire aux deux plans, 
qui sollicite ce point matériel, pouvait lui donner du mouvement entre 
les enveloppes planes qui le contiennent, elle lui donnerait ce mouve- 
ment dans une direction déterminée ; mais vu l'égalité entre les angles 
que fait la ligne de direction de la force sollicitante avec toutes les 
droites qu’on peut tracer sur les enveloppes planes en les faisant passer 
pour le point d'application de la force , le même raisonnement par 
lequel on prétendrait prouver que le point matériel doit suivre une de 
ces droites s’appliquerait également à toutes les autres ; donc le point 
matériel n'en suivra aucune. 

Tout se passera différemment si la force sollicitante n’est pas per- 
pendiculaire aux enveloppes planes; on pourra, alors, la décomposer 
en deux forces rectangulaires, appliquées au point matériel, l’une per- 
pendiculaire et l’autre parallèle aux enveloppes planes; la première ne 
pourra, par ce qui vient d’être démontré, donner aucun mouvement 
actuel au point matériel, l’autre, au contraire jouira, pour le mouvoir, 
de son énergie entière. 

J’ajouterai , pour terminer ce que j’ai h dire sur cette matière, que les 
angles x , (1 et y , formés par la direction d’une droite, et par les axes 
coordonnés, n’étant, en général, liés entr'eux que par une seule équation, 
jl y a toujours deux de ces angles dont les variations sont indépen- 
dantes , s’il n’existe pas de conditions particulières; pour se rendre rai- 
son de cette indépendance par des considérations géométriques, on peut 
prendre un point de la droite dont il s'agit, pour origine des x' , y' } 
et pour sommet d’un cône dont l’apothème ferait un angle a avec 
l’axe des x' , lequel serait, en même temps, l’axe du cône; on voit que 
cette droite, peut, en faisant constamment l’angle a avec l’axe des x ' , 
faire avec chacun des deux autres axes coordonnés tous les angles com- 
pris entre 7 .t — x et -j -T-f- a ,• l'inclinaison sur un de ces axes, dé- 
termine l'inclinaison sur l’autre , ainsi les variations de deux de ces 
trois quantités a, S , y , comme celtes de deux des trois coordonnées 
d’une surface courbe , ne sont liées cntr’elles que lorsqu’une de ces 
quantités est supposée constante. 

58. Dans le cas où la force à décomposer serait parallèle à un des 
plans coordonnés, les trois valeurs de ses composantes, art. 56, se ré- 
duiraient aux deux valeurs fournies par le théorème de l’art. 54 , un 
des cosinus devenant égal h zéro, et les angles, auxquels les deux cosinus 
pestants appartiennent, devenant compléments l'un de l’autre. 
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59. J 1 est boa de remarquer que si on eoœtrait un paralUTipi pède 
rectangle dont trois arête», respectivement parallèles aux x , aux y et 
aux i, et ayant leurs intersections au point d’application de la force 
P, représentent en quantité et en direction, les composantes P cos. <*, 
P cos. 6 , P coi. y, la force P sera représentée en quantité et en di - 
rection, par la_ diagonale de ce parallélépipède; car les rapports de la 
diagonale aux côtés du parallélipipède étant, 1 : cos. a , 1 : cos. fi, 
1 : cos. y, en multipliant par P les deux termes de chacun de ces rap- 
ports , on obtient ceux qui existent entre la résultante et ses trois 
composantes. 

Composition et décomposition de plusieurs forces appliquées à un même point, 

quelques soient le nombre, les intensités et les directions de ces forces. 

60. Lorsque plusieurs forces qu’on veut composer en une seule ont 
leur direction sur une même droite, la résultante unique est égale h 
ht sorrtme des composantes , qui agissent dans un sens moins la somme 
des Composantes qui agissent dans le sens opposé; en effet A' , A" ect. 
étant lesforces qui agissent dans un sens ,et Z#'-q~/J" + ect. celles qui agis- 
sent dans le sens contraire, on peut, d’après l’art. 42, en les composant 
deux à deux , remplacer toutes ces forces par une force P=A' 4- A" 4- 
etc. et une force Q = fi' + B" 4- etc. dont la résultante sera P — Q. 

61 Dorénavant le mot somme , lorsqu’il s’agira de forces dont les di- 
rections se trouveront sur une même droite, désignera la quantité P — Ç, 
c’est-à-dire (A'+ A" -y- etc.)— .(Zf'-q-ZJ"+ etc.) c’est une énonciation 
abrégée analogue à celle qu’on emploie en algèbre lorsqu’on dit que la 
somme des termes a et — b est égale & a — b , ou qu’on fait l’aggréga- 
tion d’un nombre quelconque de termes en ayant égard à leurs signes. 

6a. On a un moyen immédiat de composer, en une seule, plusieurs 
forces formant des angles entr’elles, et appliquées à un même point; 
r’est celui d’en composer , d’abord , deux dont la résultante se compose 
ensuite, elle-même, avec une troisième force, pour donner une seconde 
résultante qui remplace les trois forces, et que l’on combine avec une 
quatrième force, et ainsi de suite , jusqu’à ce qu’on ait fait un nombre 
ft — t de compositions, n étant le nombre des forces à composer. 

63 . Mais cette méthode est longue et embarrassante , le théorème de 
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l’art. 5 6 en fournit une infiniment préférable qui donne les valeurs cher- 
chées, par des formules extrêmement commodes et faciles à retenir. 

Soient les forces P' , P" , P 1 " etc. appliquées à un même point ; les 
angles respectifs formés par ces forces et par les axes coordonnés sont , 
pour l'axe des x : a! , a", a"’ etc. ; pour l’axe des : G , G’ , G" etc. { 
pour l’axe des y : y', y". Y" etc. 

Je décompose chacune de ces forces en trois autres, respectivement 
parallèles aux x, aux y et aux t j réunissant ensuite les composantes 
parallèles aux x , je représente leur somme par A , (le mot somme dé- 
signant ici, conformément à l’énonciation convenue art. 61 , la diffé- 
rence entre la' somme des quantités positives et celle des quantités né- 
gatives) et j’ai l’équation 

P* cos. a' 4- P" cos. a." 4- etc. 

les forces, dont les valeurs entrent dans le a*“«. membre de cette équa- 
tion, ont toutes leurs direction sur une même droite parallèle aux x r 
et les sens de leurs actions, sur cette ligne, sont donnés art. *5 et â6, 
par les signes des cosinus; on peut donc, art. 60, remplacer toutes ces 
forces par une seule égale h la somme de celles qui agissent dans un 
sens, moins la somme de celles qui agissent dans le sens opposé, et 
cette force unique est X. 

En désignant , pareillement, par V et Z, respectivement, les sommes 
des composantes parallèles aux axes des y et des a on a 
Y = P' cos. G 4- P" cos. G' 4- etc. 

Z ■=. P' cos. y' 4- P” coi. y" 4- etc. 

et toutes les forces à composer en une seule se trouvent ramenées aux 
trois forces rectangulaires X , Y , Z j la composition de ces trois forces 
donnera donc la résultante demandée. 

64. Soient P cette résultante, et a , G, y , les angles respectifs for- 
més par sa direction et par les axes des x des y et des a on a, art. 56 

P cos. a — X 
Pc os. G- Y 
P cos. y — Z 

65 . J) faut réunir ces équations à celle de l’art. 29 , pour déterminer 
les quatre inconnues P, a , G et y } dont les valeurs sont données poi- 
les équations suivantes 
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P — V r x‘ + y‘ + z" '• ) 

Y y 2 

cos. et — j cos. 6 -= — i cos • y = -p- 

66. a,ictc désignant les coordonnées du point commun d'appli- 
cation des forces, on aura les équations de la ligne de direction de la 
résultante en substituant, dan» les équations de l’art. 47, à cos. a, cos. S 
et cos. y les valeurs qu'on vient de trouver, et comme P se trouve di- 
viseur commun, il suffit de remplacer ces cosinus, respectivement » 
par X, V et Z. 

67. S’il s'agit de décomposer une-force P , dont le point d’applU 
cation, l’intensité et la direction sont donnés, en plusieurs autres forces 
P', P" ect. dirigées sur son point d’application, on tombera dans une 
indétermination de l’espèce de celle dont il a été parlé art. 5 a. En effet 
les forces P' P" etc. étant supposées en nombre n , et la direction de 
chacune de ces forces dépendant de deux angles au moins , ( ou de trois 
angles liés entr’eux par une équation) on a un nombre 3 n de quantités 
à introduire dans les seconds membres des trois équations de l’art. 64, 
les premiers membres de ces équations étant , dans le cas dont il s’agit, 
les données du problème ; et comme , par la nalurc de ce problème, 
les trois équations de l’article cité sont les seules qu’on ait entre les in- 
connues et les données, il faut , si le nombre de ces équations est insuf- 
fisant, ou déterminera priori une partie des inconnues, ou avoir entr’clles 
des équations de condition , qui dépendent toujours de circonstances 
particulières à chaque question. 

68. Lorsque les forces à composer ou à décomposer doivent agir 
dans le même plan, qu’on peut, sans nuire à la généralité des déter- 
minations , supposer être le plan des x y, les équations des art. 60 et 
61 deviennent les suivantes 

P cos. a=P' cos. a' -f- ect; P sin. a = P' sin. a'-f- ect. 
dans lesquelles on regardera comme inconnues ou les premiers ou les 
seconds membres, suivant qu’on aura k faire une composition ou une 
décomposition de forces. 

69. Faisant P' cos. a' -+- etc. 3= X et P' sin. a' -4- etc. = Y } on a pour 
remplacer les équations de l’art. 65 , dans le cas dont je viens de parler 

X 

P — V X’ -t- r* J COS. a = - - 
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Condition de l'étiuilibre en»r» ff» rieur* force* sgixant *ur an même point 
libre y quelque! «oient le nombre, I%> intwiuléi et le* direction* de ce* force*. 

70. Cene expression peint libre désigne un point qui , d»ns le cas 
mù il changerait de position, ne serait pas assujetti à se mouvoir sur 
nue ligne ou Su» une surface, mais pourrait prendre, dans J’espace, une 
direction quelconque, la définition que je donne du point libre sera 
ensuite généralisée et appliquée b un système de points. 

71. Le point libre sera évidemment en équilibre si la résultante de 
toutes les forces qui le sollicitent est égale à zéro , ou si ces forces 
peuvent se réduire à deux forces égales et agissant en sens contraires. 

7a. Mais la valeur }X~x' + Y‘ -t- X', de la résultante, ne peut jiaS être 
nulle, tant Que les quantités qui sont sous le radical auront des valeurs 
finies, puisque ce» quantités sont des quarrés, essentiellement positifs; 
il faut donc que chacune d’elles soit zéro séparément , ou qu’on ait 
X—o s y —o j Z — o. 

73. D’après l’indépendance qui existe entre les composantes rectan- 
gulaires X, Y et Z, et qui a été expliquée avec détail art. 5 j, aucune 
de ces trois forces n’exercc d’action parallèlement au plan perpendi- 
culaire à sa direction, chacune des équations précédentes indique donc 
particulièrement que le point ne peut , en vertu des forces qui le sol- 
licitent , prendre aucun mouvement parallèlement à l’axe auquel se 
rapportent , art. 63 , les angles, dont les cosinus entrent dans cette équa- 
tion; c'est l’expression d'un équilibre partiel relatif b cet axe; un pareil 
équilibre peut exister pour un ou deux axes seulement , sans équilibre 
complet, et alors l’égalité à zéro n’a lieu que pour une ou deux de* 
trois quantités X , l r , Z. 

74. Les forces P', P" , etc. qu’on suppose en équilibre, peuvent 
être , par les règles données précédemment pour la composition des 
forces, réduites b deux , l’une desquelles serait la force P ’ , l’autre 
que je désignerai par H' étant la résultante de toutes les forces res- 
tantes P" , P"' j ect. Cette opé-ration ne doit rien changer b l’équilibre 
présupposé puisque l’éffbt d'une résultante est parfaitemout identique 
avec celui de ses composantes ; donc les forces P' et H' doivent être 
en équilibre et par conséquent égales et directement opposées, car si 
l'une et l’autre de ces dernières conditions n’avoient pas lieu ces forces 
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auraient une résultante assignable et ne seraient plus en équilibre. Le 
même raisonnement peut se faire sur chacune des forces P" , P"' etc. 
qui se trouve, ainsi, égale en intensité à la résultante de toutes les 
autres forces , et agissant sur la même ligne de direction , mais en 
sens contraire. 

On a vu art. 40 , l’inverse de la proposition que je viens de démontrer. 

Quelques propriété» de l'équilibre d’un point libre. 

75. J’ai publié, en 1800, dans ma Mécanique philosophique , 
une construction géométrique de la résultante d’un nombre quelconque 
de forces appliquées & un même point , qui sert atssi à vérifier l’é- 
quilibre qu’on supposerait exister entre ces forces; cette construction 
est curieuse, et je vais la donner, après avoir démontré les théorèmes 
de géométrie sur lesquelles elle se fonde. 

Si on a, dans l’espace, un polygone fermé, dont les côtés, peuvent 
être ou ne pas être dans le même plan, la somme des projections ortho- 
gonales des côtés de ce polygone sur une droite de position donnée , 
sera égale h zéro ; ainsi , en rapportant les positions des sommets des 
angles de ce polygone aux trois axes rectangulaires des x , y et z, dé- 
signant les longueurs de scs côtés par A! , A" etc. les angles respectifs, 
que ces côtés font avec les axes des x , des et des z , par a! } a." etc. ; 
ff j fi" , etc. ; y' , y" , etc. ; on a les équations 

Z (-1 cos. <z) = o s Z (A cos. fi)= o j Z (A cos. y ) = o. (*) 

Il est essentiel d’avoir une idée nette de la manière de déterminer 
les signes des cosinus dans ces équations, qui est analogue à celle que 
j’ai indiquée art. a 5 ; prenons /’ pour premier côté du polygone , et 
appelions une des extrémités de A V' } son origine , et L’autre extrémité, 
son dernier point} on peut, pour ce premier côté, prendre arbitraire- 
ment l’origine à l’une ou l’autre de scs extrémités , mais ensuite le choix 
n’est plus arbitraire pour les autres côtés; il faut que le dernier point 
de À' soit l 'origine du côté qui lui est contigu , que le dernier point de 



(") Le signe Z indique et indiquera, désormais, dans la suite de ce traité, 
la somme de toutes les quantités accentuées de la forme de celle qui est sans 
accent devant ce signe; ainsi Z ( A cos. a ) = A' cos. «' + A" coj. a." -+- etc. 
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celui-ci soit Yorigine du suivant , et ainsi de suite , en allant toujours 

dans le même sens, jusqu’à ce qu’on soit revenu à l’origine de 

Cela posé , ai, par X origine d’un côté quelconque /. on fait passer 
trois plans rectangulaires, respectivement parallèles au* plans des ry, 
des xa et des y a, et que je nommerai plans des x'y ’ , x'i' ety' i'j 
et qu’on prenne sur les x' , y* , s' positives, les origines des angles ou arcs 
a , S ,y , qui ne doivent pas excéder 200 °, les points extrêmes de ces 
arcs devront se trouver sur la ligne A , du même côté , par rapport à 
son origine, que son dernier point ; les signes des cosinus dépendront 
ainsi de la région dans laquelle ce dernier point se trouvera. 

Les équations ci-dessus se vérifient facilement, d’après cette manière 
de déterminer les signes des cosinus ; menons , de l 'origine du premier 
côté, une perpendiculaire ou ordonnée, sur le plan y z , et faisons 
varier cette ordonnée de position et de longueur, de manière qu’elle 
parcoure le périmètre entier du polygone ; revenue à son point de 
départ elle aura , dans sa marche , subi deux sommes de variations, l’une 
positive l’autre négative, qui seront nécessairement égales entr’elles , 
puisque l’ordonnée a repris sa valeur initiale. Or chacune de ces varia- 
tions depuis le sommet d’un angle jusqu’au sommet de l’angle suivant, 
est un des termes de 2 ( A cos. a ) , donc 2 ( A cos. a ) = o. On 
démontrera, par un raisonnement absolument semblable, chacune 
des équations 2 ( A cos. ff)=o ; 2 (A cos. y ) — o, en rapportant 
successivement l’ordonnée variable aux plans des x z et des xy. 

76 . Il est bon de démontrer l’inverse de ce théorème qu’on peut 
énoncer ainsi ; si on a dans l’espace plusieurs lignes séparées, ou non, 
les unes des autres , mais dont les longueurs A' , A" , etc. soient don- 
nées, ces lignes faisant avec les axes des x, y, t les angles respectifs 
a', a" etc. ; , tS" etc. ; y', y" etc. Yorigine et le dernier point de 

chacune étant fixés, et les signes des cosinus déterminés, comme ci-dessus, 
et que , dans cet état du système , on ait les équations 2 ( A cos. a) — 0 , 
2 (A cos. <f) = o i 2 (A cos. y)z=o, en mettant tous ces côtés bout-k- 
bout, parallèlement à leurs positions primitives, et dans un ordre abso- 
lument arbitraire, mais avec la condition que le dernier point de l’un 
quelconque d’entr’eux soit Vorigine du suivant , le polygone ainsi 
composé sera un polygone fermé. 

Tour le prouver faisons parcourir à une ordonnée perpendiculaire 

au pli u 
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an plan jr s le périmètre du jrolygonc , depuis V origine du premier 
côté, celui par lequel on a commencé la formation de ce polygone, 
origine que je désigne par pointa,, jusqu’au dernier point du dernier côté, 
celui par lequel on a terminé la formation du polygone, point extrême 
que je désigne par point b j les variations successives de celte ordon- 
née entre les sommets consécutifs des angles seront les termes de la 
somme 2 (Â cos. a), mais cette somme de variations est nulle, par 
hypothèse, donc les valeurs, initiale et finale , de l’ordonnée sont égales 
entr’elles, donc les points extrêmes a et b sont dans un même plan pa- 
rallèle au planés. 

On prouvera, en raisonnant de la même manière, que les points a et b 
sont aussi tous deux dans un second plan parallèle au plan is, et, 
enfin , dans un troisième plan parallèle au plan x y, donc ils se con- 
fondent en un seul point, celui qui est commun aux trois plans, et ces 
points a et b étant, par construction, les extrémités du périmètre du 
polygone , ce polygone est fermé. C. Ç. F. D. 

77. L’usage du théorème précédent , pour vérifier l’équilibre qu'on 
suppose exister entre des forces appliquées à un même point , est ma- 
nifeste. Cet équilibre est exprimé, art. 72 par les équations X — O , 
F — o, Z=o, qui peuvent s’écrire ainsi 

2 (P cos. a) = 0 s — ( P cos. S) =0 j 2 ' (P cos. ; )=o; 

or chacune des forces P étant représentée par une ligne prise sur sa 
direction, ce que j’ai appelle Y origine de cette ligne, étant le point 
commun à toutes les directions, et, le point que j’ai appelle le dernier 
point , étant celui vers lequel la force tend à faire mouvoir le point 
commun d’application, si les équations précédentes existent réellement 
dans le système de forces dont il s’agit, les lignes P, mises bout-à-bout 
dans un ordre quelconque et dans des directions parallèles à celles 
qu’elles ont autour de leur point commun d’application, doivent, les 
autres conditions présentes art. 7a et 76 étant observées, former un 
polygone fermé. ; 

78. Lorsqu’en appliquant aux forces P la construction de l’art, pré- 
cédent, on n’obtient pas un polygone fermé, l'équilibre n’a pas lieu, 
mais la même construction donne, en intensité, direction et sens d’ac- 
tion, la force qu’il faut ajouter au système pour établir son équilibre; 

1 5 
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Celte force est représentée en intensité et direction par la ligne qu'il 
faudrait tracer pour fermer le polygone, et le sens de son action a lieu, 
du dentier point du côté par lequel on a achevé la formation du péri- 
mètre non fermé, à \' origine du côté par lequel on a commencé cette 
formation, 

79. Cette dernière force, qui ferme le périmètre, étant supposée 
agir dans un sens contraire à celui suivant lequel elle agit lorsqu’elle 
doit établir l’équilibre, devient alors, (art. 74) la résultante de toutes 
les autres forces , la construction de l’art, précédent fournit donc un 
moyen graphique de déterminer la résultante de plusieurs forces ap- 
pliquées à un même point, quelques soient le nombre, les intensités, 
les directions et les sens d’actions de ces forces. 

80. Menons dans un polyèdre quelconque une droite ou diagonale 
qui joigne deux de ses angles solides choisis à volonté; on pourra 
toujours aller d'une extrémité à l’autre de cette diagonale , sur la sur- 
face du polyèdre, en suivant un certain nombre d’arêtes placées bout- 
à-bout. Si la diagonale représente, en intensité et direction, une force 
que je désignerai par F, et qu’on applique à une de scs extrémités les 
forces représentées , en intensités et directions, par les arêtes consécu- 
tives qui vont de cette extrémité à l’autre, on aura, suivant le sens 
qu’on supposera à l'action de la force F, ou un système de forces en 
équilibre dont F fait partie, ou un système de forces représentées 
par les arêtes du polyèdre, dont F est la résultante. 

8t. Il suit de là que si trois forces sont représentées en intensité et 
direction par trois lignes qui aient une intersection commune, et qui 
fassent, d’ailleurs, entr’elles, des angles quelconques, la résultante de 
ces trois forces sera représentée en intensité et directiou par la diago- 
nale du parallélipipèdé construit sur les trois lignes. 

Désignons ces forces ou lignes j>ar g, h et k les angles compris 
entre g et h, g et k , h et k, respectivement, par a', a" , a"' et la 
diagonale du parallélipipèdé par F, on a, d’après les théorèmes de 
géométrie connus, pour calculer la résultante des trois forces^ h et 
k l'équation 

F % -=.g x -J- h 1 -4- k‘ 2gh cos. a' -f 2 gk cos. a" + 2/1 k cos. a 

82. Dans le cas du parallélipipèdé rectangle , cette équation devient 
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F* = g * h 1 - 4 . h? } ainsi que cela doit être d'après les formules re- 

latives aux composantes rectangulaires, démontrées art. 64 et 65. 

83. Voici des conséquences très -remarquables des équations d’équi- 
libre de l’art. 7 a. 

Imaginons une ligne droite passant par le point commun d’applica- 
tion des forces et par un autre point dont la position dans l’espace 
est entièrement arbitraire; désignons par p la distance entre ces deux 
points, par 0' , ect. les angles respectifs formés par la ligne p et 

par les directions des forces P', P" ect., et par a, S et y les angles 
respectifs formés par cette même ligne p et par les axes des x. des y et 
des «. 

Si on multiplie la 1 ”. des équations de l’art. 7 a, par p cos. a, la 2 *“». 
par p cos. S, la 3 mc . par p cos. y, en substituant a X, F et Z , leur» 
valeurs données art. 63, et qu’on ajoute les équations-produits, le terme 
qui contiendra la force P' sera P p (c os. a cos. a'q-cos. 6 cos. 6' 
q- cos. y cos. y')-, or on sait , par la trigonomé-trie t que la somme des 
produits de cosinus, qui multiplie P' p , est égale au cosinus de l’angle 
formé par les deux lignes auxquelles appartiennent les cosinus qui 
entrent dans ces produits, et ces lignes, dans le cas présent, sont p et 
la ligne de direction de P' , donc cette expression est égale h P' pcas.ff' ; 
le même raisonnement s'applique aux termes qui renferment P " , P‘" , etc. 
ainsi l’équation unique résultante de la somme des équations-produits, est 
X ( P p cos. 0) = o 

pour avoir les signes des cosinus des angles & , il faut prendre un point, 
sur la direction de p , à l’unité de distance du point commun d’appli- 
cation des forces; le point commun sera le centre d’un arc de cercle , 
qui , ayant son origine 4 l’autre point pris sur la direction de p, ira 
se terminer h un point de la ligne de direction de P vers lequel cette 
force tend à pousser le point commun d’application; cet arc sera la me- 
sure de 9 et déterminera le signe de cos. 9. 

84 . p eos. 9 est la projection orthogonale de la ligne p sur la direc- 
tion de la force P ; si on conçoit une longueur quelconque , prise sur 
cette direction, et ayant une de ses extrémités au point commun d’ap- 
plication des forces, p cos. 0 pourra être considéré comme un incré- 
ment, additif ou soustractif, de cette longueur. 

85. Prenons , sur la direction de chaque force P, un point fixe , du 
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côté opposé à l’extrémité de l’arc 0 par rapport au point commun d’ap- 
plication des forces , et désignons par la lettre p , portant le même 
accent que P , la distance entre ces deux points. Faisons p cos. 9—[\p 
l’équation de l’article précédent se changera en 

- (P A/0 — ° 

et on fera, dans chaque terme, A p positif ou négatif respectivement, 
suivant que cet incrément tombera, ou non, par rapport au point 
commun d’application des forces, du côté vers lequel la force P pousse 
ce point. 

86 . M. le Chevalier Fossombroni à donné l’équation précédente dans 
son ouvrage intitulé Mcmoria sut principio dette veloci/à virtuali, 
avec une construction curieuse qui rend manifestes les signes des ter- 
mes. Supposons que le point commun d’application des forces se trouve 
sur la surface d’une sphère , dont p soit le diamètre ; la partie de la 
direction de P , comprise dans cette sphère, sera, abstraction faite du 
6 igne, égale à p cos. 0, qui devra être affecté du signe -+■ ou — , res- 
pectivement, suivant que la force P tendra à pousser le point commun 
d’application en dedans ou en dehors de la sphère. 

87 . La grandeur de la ligne p étant absolument arbitraire on peut 
la supposer infiniment petite; alors les incréments A P deviendront 
des différentielles dp et l’équation de l’art. 85 devra s’écrire ainsi 
Z(Pdp)= o. 

88 . L’équation — ( P dp ) = o est celle à laquelle on parvient 
lorsqu’on veut exprimer que la somme des produits P p est un maxi- 
mum ou un minimum , les différentielles des quantités p étant prises 
tle la manière indiquée art. 85, dans l’hypothèse de p infiniment 
petit ; et ce résultat offre une propriété, digne d’attention, de l’équi- 
libre d’un point. 

89 . On a donné au produit P dp le nom de moment de la force 
P S cette expression moment a une autre acception dont je parlerai 
bientôt. L’équation 2 (P dp) = o est l’énoncé, applicable à l’équi- 
libre d'un point matériel, d’un principe très -général de mécanique 
qu’on appelle principe des vt/esses virtuelles et dont l’important usage 
pour l’analyse de tous les problèmes d'équilibre et de mouvement sera 
développé dans la suite du cours. 
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De l'équilibre d’un point matériel assujetti à se mouvoir sur une sitrfare ou sur 
une courbe données et immobiles. Pression qui a lieu au point d'application 
des forces. 

90. On trouve dans ma Mécanique philosophique , art. ç 5 et 9 6, 
les équations fondamentales de la théorie que je vais exposer en 
donnant les démonstrations et les développements que la nature de cef 
ouvrage ne me permettait pas d’y placer. 

La première condition de l’équilibre de plusieurs forces appliquées 
à un même point d’une surface immobile quelconque, est que la 
résultante de toutes ces forces agisse dans le sens de la normale k la 
surface, menée par le point commun d’application, 

Si cette condition n’avait pas lieu, la résultante pourrait se décom- 
poser en une force normale et une force tangentielle ; cette dernière 
force n’exercerait aucune action contre la surface et ne pourrait être 
détruite, ni par la réaction de cette surface ni ( art. S7) par aucune 
autre force du système; elle est donc incompatible avec l’équilibre, et 
la force normale doit exister seule. 

91. Il est aisé d’énoncer analytiquement la condition dont je viens 
de parler ; on connait la surface, sa position et celle du point d’appli- 
cation des forces, on connait donc, aussi, la direction de la normale 
et les angles A , 1 , C , qu’elle fait , respectivement , avec les x les jr et 
les 1 ; on à de même , par les formules démontrées art. 60 et suiv ,s . , 
la direction de la résultante et les angles respectifs a , S , y , quelle 
fait avec les mêmes axes; il sagit d’exprimer que le cosinus de l’angle 
formé par ces deux directions est égal à l’unité, positive ou négative, 
au moyen d’un théorème de trigonométrie déjà cité et employé et qui 
donne l’équation de condition 

cos. A cos. a. 4- cos. B cos. li 4- ccrs. C cos. y =Hh 1 

92. Cette condition serait la seule nécessaire pour assurer l’équilibre 
si le point commun d’application des forces était contenu entre deux 
enveloppes courbes, placées infiniment près l’une de l’autre, et telles 
que leurs normales eussent partout la même direction. Mais si le point 
dont il s’agit est posé sur une seule enveloppe courbe, sans être contenu 
par une autre , la résultante doit satisfaire à une seconde condition , 
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celle d’agir dans la direction convenable pour tenir le point matériel, 
sur lequel son action s’exerce, appliqué contre la surface courbe ; voici 
comment on énoncera cette seconde condition. 

Supposant la normale prolongée, k partir du point d’application, du 
côté de l'enveloppe courbe opposé k celui où se trouve le point ma- 
tériel soumis k l'action des forces, et considérant ce prolongement 
comme la direction d’une force qui tendrait k faire traverser l’envelop- 
pe courbe au point matériel, on prendra les angles A } BclC de la 
manière prescrite art. s .5 ; les angles a , 6 cl y sont censés pris de la 
même manière, et si le premier membre de l'équation de l'art. 91 est 
positif, ou si on a 

cos. A cos. a 4- cos. B cos. 6 4. cos. C ces. y = 4- 1 
cette équation sera l’équation de condition demandée qui , lorsqu’elle 
aura lieu , prouvera que la résultante des forces agit dans le même sens 
que la force fictive qui a été supposée agir dans la direction de la nor- 
male pour faire traverser l’enveloppe courbe au point matériel , que 
par conséquent cette résultante presse le point matériel contre l’enve- 
loppe courbe. 

ç 3 . Les coordonnées du point d’application des forces, sur la surface 
ou enveloppe courbe, étant -V , y et î , et considérant ce point comme 
l’origine commune de trois autres coordonnées x' , jr 1 et z' respective- 
ment parallèles aux premières , on a pour l’équation du plan tangent 



J. //- 

' dx ’ ' dy 

et pour les équations de la normale 

la troisième se déduit des deux premières. 



En conséquence, faisant < 1 4- ( l' + f -4^ - )* > =* « les cosinus 

( d * d J ) 
des angles formés par la normale et par les axes des x } y et z se- 
ront, respectivement, 



dz 



dz 



A} -(7^ )= c ° s 2J ; — = ccs - c 



dx 

ai 
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rrprésantant par K =o l’équation de la surface courbe , on a , en général , 
, dz . . dK , . dK . , dz ' . dK , , dK , 

< z?>+< -zr>‘ t—»- 0 ' <sÿ >+< : Itt >-« 



<r 



et on conclut de ces équations en faisant 

j il JL- f/V 

les valeurs suivantes des mêmes cosinus 



-Q 



cos. A=(^~) : J2; «.*»("> 
/ï.f a j 



fl } cos. C=(4^): 
d z 



n 



D’un autre côté* on a vu , art. 65 , qu’en désignant par /?la résultante 
de toutes les forces dont X , Y , Z seraient respectivement les sommes 
des composantes parallèles aux x ,j et i on avait, 

X Y Z 

cos. a =-jr j c ° s - ~jr-> co 3 -y—-jf 

l'équation de l’art, précédent dc.vient , en y substituant les valeurs des 
cosinus de A, B , C , a, 6 , y qu’on vient d’assigner 

dK 






.X(fÇ~) = RS2 

d(l 



94. D’après l’identité des directions de la résultante des forces et de 
la normale à la surface courbe, au point commun d’application de ces 
forces , si on décompose chacune d’elles en deux, dont l’une soit nor- 
male et l’autre tangentiellc , le système de ces dernières doit être en 
équilibre, ou avoir une résultante égale à zéro, car si cette résultante 
particulière n’était pas nulle, elle pourrait se composer avec la somme 
des forces normales qui dcs-lors ne serait plus la résultante générale. 

Cette considération fournit deux équations de conditions par les- 
quelles on exprime l’égalité à zéro des sommes des composantes des 
forces tangentielles , prises respectivement par rapport è deux axes 
rectangulaires menés dans le plan tangent, mais ces équations n’ajoutent 
rien h ce qui est énoncé par l’équation de l’art. 93 , ou par celle de 
l’art. 93, puisque l’équilibre auquel elles se rapportent est une consé- 
quence nécessaire de l’identité de direction dont les équations des 
articles cités affirment l’existence. 

95. La même identité des directions de la résultante des forces 
et de la normale <| la surface courbe donne les équations séparées 
cos. ^ = cos. a. , cos. B = cos. 6 , cos. C=cos. y , ou 






Statique élémentaire, 

dK 



X-R(ïf-); J2=0j 1 

ax 



R(£K)-.n=OS 



Z-n^):J 2 =oj 

en multipliant la i««. de ces Équations par X } la par F la 

3'“'. par Z •, faisant la somme des équations-produits, et observant 
qu’on a X J + J ’-f-Z's/i», on retrouve l’équation de l’art. 93. 

96. Éliminant -jy entre les trois équations de l’art, précédent on 
obtient les deux suivantes 

X <-3T>- Z <7T>=° 

97. J’ai donné dans ma Mécanique philosophique , art. 90 , les 
équations des deux art. précédents ; il est manifeste qu’avec ces di- 
verses équations, la relation R — j^.y 1 + V‘ -J- X ‘ > et l’équation de 
la surface , on a tout ce qu’il faut soit pour trouver un système de 
forces qui serait en équilibre sur un point déterminé de la surface, soit 
pour trouver le point de cette surface où il faudrait appliquer un 
système de forces donné si on voulait obtenir l’équilibre. 

98. On aurait pu ramener le cas d’équilibre traité depuis l’art. 90, 
à celui d’un point libre , en introduisant dans l’analyse la réaction 
due à la résistance de la surface , laquelle est égale et directement 
opposée à la pression normale qu’éprouve cette surface; désignant par 
N la réaction dont il sagit, et considérant JV comme une puissance 
qui se combine avec les sommes de composantes X , F et Z, pour 
maintenir en équilibre le point d’application des forces, çe point peut 
être regardé comme libre, et on a, art. 7a 

N cos. +X=.o j N cos. B F=. o j N cos. C-l- Z = o 

d’où on déduit, d’abord une valeur de N numériquement égale à celle 
de la résultante R , ou de la pression normale qti’éprouve la surface, 
pais de signe contraire. Substituant ensuite pour N cette valeur et, 

pour 
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pour cos. A , cos. B , cos. C , les expressions données art. 93, on a les 
équations de l’art. 95 , etc. 

99. La direction de l’axe des z étant supposée la même que celle de 
la normale au point d’application des forces, on a cos. A*n<z, cos. 
cos. C=ij et désignant par X'j V , Z respectivement, ce que de. 
viennent, dans ce cas, X , Y et Z , les équations de l’art, précédent se 
changent en 

X'=o j r»o; N+Z'= o. 

Les deux premières expriment l'équilibre de* forces tangentielles dont 
j’ai parlé, art. 94; la troisième, lorsqu’on a l’intensité, la direction et 
le sens de l’action de chacune des forces qui entrent dans Z' , donne 
l’intensité et le sens de l’action de la force normale N , laquelle fait équi- 
libre à la pression normale B qu’éprouve la surface. 

100. Il résulte de l’analyse précédente (depuis l’art. 90) , que cette pres- 
sion R est entièrement indéterminée et arbitraire lorsque le point de La 
surface est donné et qu’il s’agit d’assigner un système de forces qui soit en 
équilibre sur ce point; c’est ce dont on sc rend raison immédiatement 
en considérant que la seule condition , pour cet équilibre , est que la di- 
rection de la résultante soit normale, cette résultante pouvant d’ailleurs 
avoir une intensité quelconque; aussi voit -on que les équations de 
Part. 96 , lorsque les coordonnées x , y et t sont connue», ne donnent 
que les rapports entre les forces X , Y Z, et laissent 1 s valeur d’une des 
quatre quantités X , Y ,Z et R absolument arbitraire; et en effet comme 
dans le cas dont je parle, on satisfait à toutes les conditions exigées 
par la seule direction de la résultante et que celte direction dépend 
des rapports entre X } Y , et Z , ces rapports sont les seules choses que 
les équations de l’art, cité aient il faire connaître. Ce» équatinm(d’oii on 
déduit les valeurs particulières de x, y e\. z lorsque le système de forces 
est donné, cas auquel le problème est déterminé ) suffisent donc , dans 
tous les cas, rt l’usage de* autres relations dont il est parlé art. 97, n’est 
indiqué que pour satisfaire it <k>s conditions particulières, faciliter 1rs 
«aïeuls ect. Ces observations , sont naturellement suggérées par le con- 
tenu des art. précédents, mais j’ai cru devoif en faire l’objet d’un article 
particulier , pareequ 'elles complètent les explications nécessaire-s pour 
1 6 
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l'intelligence d’une théorie curieuse el sur laquelle j'aurai occasion de 

revenir relativement à des quêtions importantes. 

tôt. Je passe au cas ot'i le point matériel, sollicité par les forces, 
est assujetti à se mouvoir dans un canal immobile et infiniment étroit, 
k simple ou double courbure; dans ce cas , on a , pour condition unique 
d’équilibre, que la résultante des forces agisse dans un plan perpendi- 
culaire k l’élément de courbe sur lequel le corps est posé, et cette 
condition renferme celle de l'égalité A zéro de la somme des composantes 
tangenticlles , c’est-à-dire de la somme des produits des forces par les 
cosinus des angles qu'elles forment avec la tangente menée à leur 
point d’application. En désignant par ds l’élément de courbe, k ce 
. dx d y di 

meme point , les expressions — ^ — , ~dT 3 ~d~ scront > respectivement , 



les cosinus des angles qu’il forme avec les axes coordonnés , et comme 
les cosinus des angles formés par la résultante des forces et par les 
X- Y Z 

mêmes axes sont , -5- ,-=-,011 peut, parle théorème connu, ex- 
/< H 



primer que cette résultante et cet élément de courbe forment un angle 
droit entr’eux en égalant k zéro la somme des produits des couples 
de cosinus rapportés k un même axe , ce qui donne l’équation, 

X dx + Y dy + Z dz = o 

101. Représentons les équations de la courbe, ou du canal infiniment 
étroit qui renferme le point matériel , par 

(x) 

ces équations donneront 

dz = d t f (.r) ; dy=.dx (x) 
et l’équation de l’art, précédent se changera en 
X+ Y<p' x+Zf (x) =0 
qui assurera léquilibre toute les fois qu’elle aura lieu. 

io 3 . Lorsque les forces seront données, l’équation précédente fera 
connaître la valeur de x correspondante au point du canal où il faut 
appliquer ces forces pour obtenir l’équilibre ; les deux autres coordon- 
nées se calculeront par les équations z—f(x) et y=tp (x). 
lof. La question de déduire de la connaissance des forces, celle de 
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Ja position tie leur point d’application est donc déterminée; il n’en est 
pas de même de la question inverse ; si le point d’application des forces 
est assigné , à priori , on pourra se donner arbitrairement deux des 
trois composantes rectangulaires X , Y , Z et la troisième se déduira 
de l’équation de l’article 10a ; ou, plus généralement encore , se don- 
ner toutes les forces du système à l’exception d’une , pour laquelle on 
pourra, même, assigner, arbitrairement, le sens de son action, et, de 
plus , ou sa direction, ou son intensité et un des angles qu'elle forme 
avec les axes coordonnés. 

10 5 . Cette indétermination tient à ce que la section transversale et 
normale du canal curviligne, qui contient le point matériel soumis à 
l'action des forces, ayant, par hypothèse, un périmètre fermé, ce point 
sera toujours appuyé contre la paroi du canal quelque soit l’angle formé 
par la résultante et par une ligne donnée de position, dans le plan de 
cette section, angle qui peut varier depuis o.° jusqu’il 400°; tout se 
réduit & assurer l’existence de la résultante dans le plan normal en satis- 
faisant ii l’équation de l’art. 101 ou à celle de l’art. 10a. 

Mais si la section transversale et normale n’a pas un périmètre fermé, 
c'est-à-dire si le canal curviligne est un canal ouvert, l’indétermination 
n'est plus aussi grande; en menant, par le point d’application des forces 
une normale au périmètre, à chacune de ses extrémités, la direction de 
la résultante ne peut pas sortir de l’espace angulaire renfermé entre ces 
deux normales , et le sens de son action doit toujours être tel qu’elle 
pousse le point matériel dans ce même espace afin de le faire appuyer 
contre la paroi du canal. La forme de ce canal est censée connue dans son 
étendue entière et par conséquent les positions des normales dont je 
viens de parler, sont aussi connues à chacun de ses points. 

106. Ces deux normales aux extrémités du périmètre , pourraient être 
considérées comme appartenants à deux surfaces courbes qui formeraient 
par leur intersection le canal dans lequel le point matériel est assujetti 
à se mouvoir; mais il y a une infinité de surfaces qui peuvent avoir leur 
intersection sur une même courbe, en se coupant sur un angle donné 
pour chaque point, et comme cet angle ( ou son supplément') est l’u- 
nique chose à considérer quand on veut assigner les limites entre les- 
quelles la direction de la résultante doit se trouver, la question des 
conditions de l’équilibre sera traitée complètement si en y introduit les 
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angles qui déterminent la direction de U résultante dam le plan norm d , 
de manière h pouvoir toujours reconnaître si l'existence de l’équilibre est 
Compatible avec les variations de ces angles dans certaines limites. 

Celte maniéré de traiter le problème a l’avantage d’être facilement 
éf immédiatement applicable à des rerhercltes pliysico-mathématiques 
Oii Oti Considère l’équilibre et le mouvement des corps dans des canaux 
Curvilignes de grandeurs finies, et de forme ou donnée ou inconnue; en 
Voici l’analyse. 

107. Par le point d’application des forces qui a .r , y et a pour coor* 
données, je mène trois axes respectivement parallèles à ces coordonnées 
qui seront les axes des it' > y' et s' et je suppose que les équation* 
de la ligne de direction de la résultante It des forces appliquées à c* 
point sont 

f-n,*' ; s' 

faisant 1 -J- «,* -+- a,, 3 =J r ’ 

les valeurs des cosinus des angles formés par cette ligne et par les axes 
des * } des y et des s seront respectivement 




et pour exprimer que cette même ligne est dans un plan normal h la 
courbe ou que sa direction est à angle droit sur Celle de l’élément dsj 
au point d’application des forces, on a l’équation 
dx 4. a, dy -f- a„ dz * o 

tav , en divisant cette équation par 1 ’ds , ses termes deviennent les pro- 

... . t a. n„ 1 . ' d X dy 

duits respectifs des cosinus —p , -p , —p j par les cosinus } ~dJ~ 



ct jLL des angles formés par l’élément ds et par les x les y et les s. 
as 

108. En substituant, dans l’équation précédente, pour dy et d i 
leurs valeurs, données art. 10a, l’équation précédente devient 

•+<*($ ( ,T ) + a nf ( r ) = ® 

1 v ^5 /f 

j 09. Les cosinus — , ~p * ~îï * ~J r J ‘ H * ~~T * *' laht l- ê au * • 
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par hypothèse, on a le* liquations 

*= R : r ; r^Ka, : r j Z = Rn„ : I' 

1 10. Éliminant R : d’entre ces équations on obtient les deux suivantes 

Y=a, Xj Z=xa„X 

ni. Les équations précédente» fournissent toutes les détermination» 
que la question! considérée sous le point de vue le plut général , peut 
comporter. Si on veut avoir le* conditions de l'équilibre dans le cas 
où le canal est fermé et oit la résultante des forces peut avoir une di- 
rection quelconque dans le plan normal , on éliminera a, et a,, entre 
les équations de l’art. 11O et l'équation de l'art. 108, et on obtiendra 
l'équation de l’art. 10a à laquelle j’étais déjà parvenu par la considé- 
ration immédiate de ce cas particulier. 

I ta. Si , dans le cas du canal ouvert , le point d'application des forces 
e»t donné , les limites de a, seront connues d'après la forme de ce ca- 
nal ; en clTet, a, étant la tengente trigonométrique de l'angle compris 
entre la projection orthogonale de R sur le plan t’y’ et l'axe dos x' , 
en faisant, »ur le même plan, la projection de l’angle formé par les deux 
normales extrêmes du périmètre de la section transversale et normale 
du canal, on pourra toujours donner à r/ une valeur telle que la projection 
de R se trouve dans la projection de l'angle des normales, et dès-lors, 
R elle même se trouvera dans l’angle des normales, si on l'assujettit, 
d’ailleurs , à avoir sa direction dans le plan de la section normale au 
canal. Assignant donc à a, une valeur arbitraire entre les limites dont 
je viens de parler, a„ se Calculera par l’équation de l’art. 108 après 
quoi les composantes X , Y , Z se déduiront des équations de l’art. 109. 

1 1 3 . Lorsque les forces sont données et qu'il s'agit de trouver, sur 
le canal curviligne , un point d’application où elles puissent être en 
équilibre, on connait X , Y, Z, a, et a,, et on détermine la valeur 
de x ou par l’équation de l’art. 102, ou par cille de l’art. 108; le 
point ainsi déterminé sera celui où la résultante se trouvera dirigée 
dans le plan normal, mais toutes les conditions de l’équilibre ne seront 
pas assurées pour cela, car rien n’exprimera encore que la résultante 
des forces tend A faire appuyer Son point d’appHcation contre la paroi 
du canal ouvert , c’est-à-dire que les valeurs de a, et <i, r sont telles que 
la direction de la résultante est renfermée dans l’angle formé par le* 
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deux normales extrêmes du périmètre de la section transversale et nor- 
male de ce canal , au point trouvé ; c’est une seconde condition tout-à- 
fait indépendante de la première, et il peut se faire , d’après la loi qui 
lie la forme de la section transversale aux coordonnées du point où cette 
section est prise , qu’aucun point du canal ne satisfasse aux deux condi- 
tions h la fois ; en effet, désignant par A' et A" les angles respectifs, 
formés par les projections sur le plan x' y' , des normales extrêmes du 
périmètre , et par l’axe des x' , on doit avoir , dans l’hypothèse ou ce 
qui concerne la forme et les dimensions du canal, se trouve, h tpus 
égards, soumis à des loix régulières, A'=F(x) , A”=&(. r) elles 
conditions complètes de l’équilibre n’auront lieu qu’autant qu’en subs- 
tituant, dans ces équations, la valeur de x déduite de l’équation de 
l’art, ioa, ou de celle de l’art. 108 . il en résultera pour les angles 
A' et A" des valeurs telles que l’un de ces angles soit plus grand et 
l’autre plus petit que celui dont la tangente =a, \ mais comme, par la 
nature de la question, les fonctions F (.r) et 6> ( r) sont entièrement 
indépendantes de J" (x) et (£) x, vu qu’un canal, dont la courbure 
longitudinale est donnée, peut avoir des sections transversales soumises 
ù un infinité de loix differentes, rien n’assujettit la valeur de x que vérifie 
l'équation de l’art, toi , à vérifier les inégalités A' < (arc tang. == a,)\ 
A" > (arc tang. =/7 ( ), ainsi ces conditions diverses doivent, en 
général, être satisfaites, séparément, par des points différents 

114. Dans les applications qu’011 aurait à faire de la théorie précédente 
à certains problèmes physico-mathématiques on réunirait les deux con- 
ditions dont je viens de parler en faisant coïncider la direction de la ré- 
sultante avec celle du rayon de courbure, ce qui est un cas remarquable. 
Dans ce cas a, et a„ sont déterminés pour chaque point, et on a 
dy dz ddz — ( dx ’ -j- dz % )-ddy 
±dx.d(dj> + d-A) 

{dx + a, dy) 

" dz 

la seconde de ces équations a été démontrée art. 107 ; la i tr *. s’obtient 
en éliminant^ et z' de l’équation, donnée parla géométrie analytique, 
, dzddy—dyddz , ddi . 

dxddjr ddy'’ J 
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du plan qui renferme deux cléments concécutifs de la coorbe , ( et dans 
lequel , par conséquent , se trouve le rayon de courbure ) avec les 
équations y' — a, x' , z,'=a,, 3/ , divisant par x', et substituant , 
. (d.r-x-a' dy) 

ensuite , pour a ,, , sa valeur — - -z . 

M Z 



Au moyen de ces déterminations et des équations , art. 106 et suiv. , 
on pourra toujours assigner, dans le cas dont je viens de parler, soit 
le système de forces qui serait en équilibre sur un point donné, soit le 
point où cet équilibre aurait lieu entre des forces données. 

115. Quelques soient les inconnues et les données on a toujours, 

ultérieurement, V'~X' + égale à la pression normale qui 

s’exerce contre la paroi du canal. 

116. Je termine ce que j’ai à dire sur ce sujet en observant que le 
cas de l’équilibre d’un point matériel , assujetti à se mouvoir dans un 
canal curviligne, aurait pu é-tre ramené au cas de l’équilibre d’un point 
libre en introduisant, dans l’analyse, deux forces dirigées suivant les 
normales extrêmes du périmètre de la section transversale et normale 
du canal , et exprimant que le système des forces qui agissent sur le 
point matériel , peut être réduit à ces deux forces normales ; c’est une 
méthode semblable à celle que j’ai indiquée art. 98 et en suppo • 
sant qu’un des axes coordonnés, parallèlement auxquels se font les dé- 
compositions, a la même direction que l’élément de courbe, ce qui 
détermine les deux autres à se trouver dans le plan normal , on trouve 
que la somme des composantes dirigées suivant le premier axe doit être 
zéro par elle même, ce qui est manifeste d’ailleurs, ainsi que je l’ai 
observé article 10 1. 
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SECTION II. 



DE L’ EQUILIBRE. 

E T 

DE LA COMPOSITION DES FORCES 
APPLIQUÉES 
A UN SYSTEME DE POINTS 
DONT 

LA FORME EST INVARIABLE. 



Équations do condition d*mi système de forme invariable. 

1 ly. A PB fes avoir exposé tout ce qu’il est important tic savoir sur la 
partie de la statique dans laquelle on suppose que les forces dont on 
veut vérifier l’équilibre, ou auxquelles on veut substituer d’autres forces, 
ont leurs directions concourantes en un point commun , je vais intro- 
duire \ étendue et la figure , dans les nouveaux objets d’étude dont les 
élèves doivent s’occuper , et traiter de l’application des forces aux 
systèmes de formes , quelconques, mais soumises à la condition d'être 
invariables. 

Ces systèmes sont ceux que j’ai définis art. 3i, et voici comment on 
peut exprimer , par des équations, les confluions qui les caractérisent. 
Soient x' , x" ect. y' , y" , ect. z' } z" ect. les coordonnées des dif- 
férents points, les axes de ces coordonnées ayant des positions fixes 
par rapport au système de ces points, l’invariabilité de forme de ce 
système aura évidemment lieu si les distances de |’un quelconque de 
ses points à tous les autres , sont des quantités constantes ; et cette 

7 
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condition s’énonce par les équations suivantes , dont les premier* 
membres sont les valeurs connues (les quarrés des distances entre des 
points de l’espace pris doux -à -deux , 

+ (S-y/'p+C i'- A' J 
| ( A -A" y + (y-y" y + ( -j" y } =a“ s etc. 

( x"~ x'" y + {y"— y y + ( a"— s"' y=B'j 
( x""y + (y '-y'" y + ( *"")» = n" ,• etc. 

etc. etc. 



A' , A" e et. B' , B" cct. étant des constantes. Si n désigne le nombre 
des points du système, le nombre des équations sera ■ " — — 



1 1 8 . On peut , encore, exprimer la condition de Y invariabilité de 
forme, en disant que les distances d’un point quelconque du système, 
à trois points déterminés du même système, qui ne sont pas en ligne 
droite, ne peuvent pas changer. On a, alors, trois équations pour énon- 
cer Y invariabilité des distances respectives des trois points auxquels on 
rapporte tous les autres points , et chacun de ces derniers fournit , 
ensuite , trois équations pour ses distances aux trois premiers ; ainsi le 
nombre des équations de condition est 3-f-3 ( n — 3 ) ou 3 n — G , n 
étant le nombre total des points du système; ces équations sont d’ailleurs 
de même forme que celles de l’art, précédent. 

En plaçant deux des axes coordonnés dans le plan qui renferme les 
trois points dont les distances , à tous les autres points , entrent dans les 
équations de condition , on simplifiera les équations, qui se rapportent 
à ces trois points, et on rendra la totalité des équations de condition 
indépendante delà position absolue du système dans l’espace. 

119. Il ne faut pas perdre de vue, que d’après les notions données 
depuis l’art. 3o jusqu’à l’art. 37 , les systèmes dont je parle ne sont que 
de simples moyens de transmission des actions des forces qu’on suppose 
explicitement appliquées à ces systèmes, et qu’il faut, par la pensée, 
faire abstraction de la pesanteur et de toutes les autres forces naturelles, 
qui pourraient agir sur les parties matérielles dont ils sont composts. 
Il faut se rappeler encore, qu’il a été dit, dans les art. cités, que la 
considération de la masse de Y inertie ect. était étrangère aux ques- 
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liens d’équilibre traitées dan» cette première partie du cours , d’où il 
suit qu’on peut, sans rien changer à l’eflèt des forces sur un système, 
ajouter des lignes ou des plans matériels à ceux qui y existent déjà, 
pourvu, néanmoins, qu’on ne dénature point les conditions de ce sys- 
tème , et que ces conditions puissent toujours être exprimées par les 
mêmes équations. 

Conditions de l'équHibre des force* agissant dans un même plan appliquées 
à uu système litre de deux et de trois points , dont les distances respectives 
sont invariables. 

120. Je commence par le cas le plus simple d’un système, étendu 
et Jiguré de forme invariable, celui où on suppose ce système libre 
et composé de deux points seulement, les forces appliquées k ces pointa 
étant supposées agir dans un même plan. 

Soient, A et B, ces deux points, liés l’un à l'autre par la ligne 
matérielle, droite ou courbe, A h g B , et supposons qu’ils soient sol- pi g g 
licites, respectivement, par la force P , agissant dans le sens A P' , 
et par la force (), agissant dans le sens A Qf , le point de concours 
des directions des deux forces étant en R'. Si on imagine des lignes 
droites matérielles et rigides P' A R 1 et Q 1 A R' , rien , art. 119, ne sera 
changé à l’état du système ; et , art. 24 , la force P pourra être censée 
appliquée k un point quelconque de la ligne R! P' , et la force Q k un 
point quelconque de la ligne R' Ç' ; ces forces devront agir, en pous- 
sin t , si elles sont appliquées aux parties des lignes de leurs direction» 
situées du côté de R' par rapport aux points A et B , et, en tirant, 
si elles sont appliquées aux parties apposées, d’où il suit que AP’ et 
B (y pourront être , ou des lignes rigides , ou des fils parfaitement 
flexibles. 

Appliquant chacune des forces au point R' de sa direction , on pourra 
leur substituer une force unique agissant dans la direction de la droite 
R' g r\ or pour que l’équilibre existe il faut que cette résultante soit 
*ulle , et cette condition ne peut avoir lieu qu’autant que le point R! 
se trouvera sur la droite A RB , et que les forces J* et Ç , agissant 
tune dans le sens RAP et l’autre dans le sens contraire R BQ seront 
égales entr’ellcs. 



*T" 
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121. Si chacun des points A et B est sollicité par plusieurs forces, 
( en conservant l’hypothèse des actions de toutes ces forces dans un 
même plan ) on composera chaque grouppe en une force unique et on 
appliquera le raisonnement précédent aux deux résultantes , en obser- 
vant que, d’après les art. 68 et 69, les directions de ces deux résultantes 
doivent se trouver dans un même plan avec les directions des forces 
qu’elles remplacent. 

Ainsi la condition unique de l’équilibre d’un système libre et de forme 
invariable, de deux points sollicités par des forces qui agissent dans 
un même plan, est que toutes ces forces puissent se réduire h deux 
forces égales agissant en sens opposés sur la ligne droite qui joint les 
deux points. 

122. Je passe à l’importante question des conditions de l’équilibre 
d’un système de trois points. Toutes les forces appliquées au système 
sont supposées réductibles à trois forces agissant dans le plan des trois’ 
points, et appliquées, chacune, à un de ces points. Soient P' , P" et 
P"’ ces trois forces; je compose d’abord, P’ et P" en line seule force 
77 , appliquée au point de concours de leurs directions, et je com- 
pose ensuite 77 et P'" en une seconde force aussi appliquée au point 
de concoure de leurs directions ; mais , l’équilibre étant supposé avoir 
lieu , cette seconde composante doit être égale à zéro, donc les forces 
P"' et 77 doivent être égales et agir en sens opposés sur une même 
ligne droite; et comme, par hypothèse, la force 77 est dirigée sur le 
point de concours des forces P' et P" , la direction de P'" doit aussi 
concourir au même point; donc les directions de P' , P" et P"' doivent 
se rencontrer en un point commun. 

Voila une première condition , purement géométrique , qu’il s’agit 
d'exprimer analytiquement, et, cette condition étant assurée, on n’aura 
plus qu’h ajouter à l’équation par laquelle elle s’exprime, les équations 
de l’art. 72, relatives à l’équilibre d’un point (en ramenant ces équa- 
tions au cas de deux dimensions) puisque, sans rien changer à l’état 
du système, on peut considérer les trois forces qui représentent toute» 
celles dont les actions combinées s’exercent sur ce système , comme 
appliquées à leur point commun de concours. 

ia 3 . Voici un moyen simple et direct d’énoncer analytiquement 
la condition qui, réunie à celles de l’art. 72 , assure l’existence de 
l’équilibre. 









V 



S E C T I O N D E V X 1 fe M E. 53 

Soient CB', CB”, CB'" trois lignes droites, qu’on suppose Fig. 7 
être les lignes de directions de trois forces P' , V" , P"' , tracées dans 
le même plan, //étant le point de rencontre de la et de la a" 0 ', 
et K le point de rencontre de la 1 "'. et de la 3'“*.; traçons, dans le 
plan qui renferme ces lignes, les axes rectangulaires A X, A V ren- 
contrant leurs directions en C , C" ,C ; de l’origine A menons sur 
B'C’ , B”C , et B'" C" les perpendiculaires AP' , AP” , AP"'-, 
enfin traçons les hypothénuses A H , A K , et faisons 1 

Angle B’ C X=a' ; Angle B” C X== a." j Angle B'”C"X= a."'. : 
Angle H A X —ff ; Angle KAX = 0" 

A P'=±p' ; Ap"^p" j A P"' = //". 

Les triangles rectangles AP' TI et AP” IIj AP' K et AP'" K, donnent 
p' : p” ;; sin. CITA : sin. C' H A ;; sin. {ff — a') : sin. ( 0 ' — a") 
pf : p'" :: sin. C K A : sin. CK A sin. {ff' -a!) : sin. ( ff 
d’où on déduit les équations 

p' sin. {ff — a') _ p • _ sin. (< 0 "*-a') 
p” ~ sin. {ff-*") 1 p”' ~~ 

et pour exprimer que les lignes CB', C'B", C" B"' ont un point 
commun d’intersection , il suffit de faire, dans les équations précédentes, 
ff =0' , condition qui assujettit les hypothénuses A 11 et A K h. se 
confondre en une seule ligne, et par conséquent les points d’interscc-' 
tionj binaires , // et K , à se réunir en un seul point d’intersection 
commune. 

Faisant donc ff — 0' =0 , développant, d’après cette hypothèse, 
dans les équations (A), les sinus des différences entre deux arcs, en 
sinus et en cosinus de ces arcs , au moyen du théorème 
sin. ( 0 — a) =sin. ^cos. a — cos. 0 sin. a , 
et divisant pour cos. 0 , c ci équations fournissent, sous deux formes, 
les valeurs de tang. 0, qui , égalées entr’elles, donnent pour l’équation 
de condition cherchée , 

. j/ sin. a!'—p" sin. a' _ p' sin. a' "—p'" sin. a.' 

p’ cos. x"—p" cos. a! ~~ p' cos. x"'—p'" cos. 
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Ott* équation peut être remplacée par les équations ( A) en substi- 
tuant dans celles-ci, à chacun des angles ff et ff' un même angle 0. 

t& 4 - L’existence d’un point commun de concoure des directions de 
bois forces qui agissent suivant CB', CB", et O" B"‘ étant ainsi 
assuré, et le plan qui renferme ces directions étant supposé être celui 
dre xy , sur lequel on compte les x de .4 en X, et les y de A en Y , 
U's équations de l'art, y a donnent, en observant que la composante Z 
n’existe point lorsque toutes les forces agissent dans le plan r y , subs- 
tituant peur X et Y leurs valeurs, données art. 63 , et Qbservant que, 
dans le cas dont il s’agit ici , cos. tT=sin. a' etc. 

j P' ces. a! -f. P" cos. <*" + P'" cos. a .'" = o 
( ^ ' ’ ’ ‘ i P' sia. a' + P" sin. a" + F" sin. a"'= o 

125. Je multiplie la première de ces équations par sin. 0 , la seconde 
par cos. 0 , je retranebe celle-ci de l’autre, et d’après le tliéorême de 
trigonométrie, cité et employé dans l’article is3, ^obtiens l’équation 

(D) . . . P' sin. (û — a')-f- P" sin. (0 — n")+P"' sin. (0 — <z"'}= o 

j’élimine de cette équation, sin.(# — a." ) et sin. ( d — a!" ) , par les 
équations (A), (en faisant dans celles-ci 9' =0 , 0"—O'),et divisant 
par sin. (0 — a') il me vient, 

(£) P' / + P" p" + P'" p'"= o (*) 

équation qui peut tenir lieu, soit des équations (A) , soit de l’équation 
(B) de l’art. 123, et qui, réunie aux deux équations de l’article précé- 
dent, exprime complètement les conditions de l’équilibre du système 
de trois points sollicités par des forces agissants dans le plan qui ren- 
ferme ces points. 



(*) J’ai donné, pour la première foi», dan» ma Mécanique philosophique , 
art. 63, l'analyse par laquelle je parvient à cette équation; le» conséquence» 
que j’en ai tirée» dans cet ouvrage, et qu’on retrouvera dans le prêtent traité, 
et, en général , la manière dont j’ai expliqué et interprété le» équations de condi- 
tion d’équilibre, m’ont fourni le moyen de dégager entièrement l’exposition de 
la statique , des considérations de mouvement qui y étaient ordinairement in- 
troduites ; je crois , en cela , avoir rendu uu service aux études élémentaires. 
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ii 6. J’ai supposé, dans l’analyse précédente, que les angles a' , a !' et 
a'" avaient tous des sinus et des cosinus positifs , nuis il est boa de 
remarquer que quelques soient, dans chaque cas particulier, les combi- 
naisons des signes de ces sia. et cos. , d’après les directions et les sens 
d'actions des forces, les trots sinus n'en disparaitront pas moins de 
l'équation ( D) , quand on y aura introduit les valeurs de deux d'en- 
tr'cux en fonctions du troisième, et cette équation se réduira, dans 
tous les cas, aux signes près, à l’équation ( E), qui ue reufermc que 
les produits des forces par les perpendiculaires menées sur leurs direc- 
tions d'un point donné dans le plan qui renferme ces directions. Ou 
est donc assuré que, pour toutes les combinaisons possibles de directions 
et de sens d’actions, compatibles avec l’équilibre, les conditions de cet 
équilibre, entre trois forces, seront exprimées complètement par les 
équations 

P' cos. a! P" cos. *" + P'" cos. a'" = o 
P' sin. a' + P" sin. P'" cos. =o 
P' p' + P" p" ■+■ P"' p'" = o 

1 S 7 . Les signes des cosinus qui entrent dans la première de ces trois 
équations se déterminent toujours de la manière prescrite art. a5 ; quant 
aux sinus, il faut observer que sin. a , lorsque les forces agissent dans 
tin même pian , est substitué à cos. 6 qu’on introduit dans l’analyse 
lorsque ces forces ont des directions quelconques ( voyez la notation 
convenue à l’art, cité) et doit par conséquent , avoir les même signes 
dans des circonstances analogues. 

Cette condition sera remplie en prenant positivement les arcs a , 
lorsqu’à partir de leur origine, sur l’axe des , ils s'accroissent et» 
commençant par traverser l’angle des .P et y positives, et en les prenant 
négativement lorsqu’à partir de la même origine ils sont supposés s’ac- 
croître , en commençant par traverser l’angle des x' positives et y 
négatives. 

Ces distinctions sont inutiles, quand il s'agit des cosinus, pareeque 
les arcs de même valeurs absolues, positives ou négatives, ont toujours 
des cosinus de mémos signes; et voila pourquoi j’ai dit qu’on ne doit 
rien changer à ce qui a été convenu art. î5 , relativement aux signes 
de ccs espèces de quantités. 
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Valeur» de» produil» de» force» par le» perpendiculaire» menée», de l'origine , 
cur leur» direction» , en fonction» de» coordonnée» de» point» d'application» 
de ces force» , et de» angles qu'elles fout avec un des ares coordonné». Signe» 
de ce» produits. Détermination de la résultante de deux forces par la con- 
naissance de leurs points d’applications et de» angle» qu’elles font avec un 
are pris dans leur plan. 

1 i s8, 11 est nécessaire , avant de passer aux conséquences de la théorie 
précédente, d'avoir les valeurs de perpendiculaires //, p" ,p"' , sous une 
forme qui rende manifeste le signe de chacune d’elles. Soient M le 
point d'application de la force P' , qui agit suivant la ligne C B' } 
dans le sens C B' , A Q et Q M ses coordonnées x, et y, ; je mène la 
ligue perpend induire li CB' et par conséquent parallèle à AP', et AO 
perpendiculaire à Q N ou parallèle à C B' j cette construction donne 
Angle N Q M z= Angle O A Angle M C' Q = a' 

A P' = Q iV — Q O = Q M x cos. a' — A Q x sin. «' 
et substituant les valeurs analytiques 

p' —y, cos. a' — .x, sin. a! 

120 . Le signe de p' dépend des signes des quantités x ti y,ÿ sin. a' , 
ços. a' et des rapports entre leurs valeurs absolues ; ainsi, par exmple, 

lorsque a' sera un angle aigu,// sera positif tant qu’on auraj,> x, s,n ' a ? 

cos. a' 

ou tant que le point B d’intersection entre la direction de la force P' et 

l’axe des_y*> sera, comme dans la figure , du côté des y positives, par- 

. . _. sin. a' , ... 

ce qu on a A u^-y, — x, — T , Je rapporterai bientôt tout ce qui 

concerne ces signes à des considérations simples et générales. 

i3o. En nommant x„ , y„ ; x lll3 y ln , respectivement, les coor, 
données des points d’application des forces P" et P"' } les condition^ 
de l’équilibre entre ces trois forces , peuvent donc être exprimées par 
les trois équations suivantes. 

P’ cos. a' -g P" cos. a" P'" cos. a'" = o ' 

P' sin. a' + P" sin. a" + P'" sin. a'" = o 

P' (y, cos. a! —x, sin. a') + P" (y „ cos. a"— x„ sin. a" ) 

•+ P"' O V/ cus - 2 ~ x m S'»- ! = 0 

i3t 
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1 3 1 . D’après ce qui a été démontré précédemment, l’une quelconque 
des trois forces en équilibre étant supposée agir dans un sens contraire 
à celui de son éfibrt actuel , deviendra la résultante des deux autres, 
et, réciproquement, en inversant le sens d’action de la résultante , on 
fait équilibre aux deux composantes. Supposons que R soit la résultante 
de P' et P" , x et y les deux coordonnées de son point d’application, 
et a l'angle qu’elle fait avec l’axe des a? ; les expressions, /ésin.a, R cos. a, 
P (y cos. a — .Tsin. a), devront en changeant leurs signes, et en les 
introduisant , après ce changement , dans les équations de l'art, pré- 
cédent, à la place des expressions semblables qui se rapportent à la 
force P”' , remplacer ces dernières à tous égards. Faisant donc les 
substitutions indiquées on a 

R cos. a=z P' cos. a.' -t- P" cos. x" 

R sin. a =.P' sin. a' + P" sin. a." 



R (y cos. a — x sin. a)=sP' (y, cos. a! — x,sin. a') 

+ P" Ü’.i cos - “"—*// s'"- «") 

i3x. Désignant par X, Y et ft y respectivement , les 8'“'*. membres 
<le la première, de la deuxième et de la troisième de ces équations, on a 



R = y~x' + y M j cos. a — — 



sin. a — 



R ‘ 



J- 





i33. p étant la longueur de la perpendiculaire abbaissée, de l’origine, 
sur la direction de R on a (y cos. a — x sin. a)z=p et tout est déter- 
miné par les trois équations 

R — V x ' + r‘j cos. a = — ; 

1 34- Ces équations laissent indéterminées la position absolue du point 
d'application de la résultante et donnent seulement le lieu géométrique 
des points de sa trace; et, en effet, si on suppose que la ligne de direc- 
tion de R soit une ligne matérielle liée aux points d’applications des forces 
P ' et P” j on pourra concevoir R comme appliquée k un point quel- 
conque de cette ligne sans que rien soit changé à l’état du système. 
t35. Le problème que je viens de résoudre et le même, au fond, 
( 8 
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que le problème fondamental résolu art. 41 et suivant ; mai» on stip.' 
posait, dans l’article cité, que le point de concours des deux forces 
était connu, et ici on substitue â cette donnée, d’autres points pris 
sur les directions des forces ; c’est par ce simple changement de données 
qu’on déduit, du principe élémentaire de la comjiosition des forces, des 
équations qui servent ensuite à la formation de toutes celles qu’on em- 
ployé pour la solution des problèmes de la mécanique analytique. 

* 

Composition et conditions de l’équilibre de plusieurs forces agissant sur un plan 
matériel , et ayant leurs direction dans ce plan. 

136. Lorsqu’on a à considérer un nombre indéfini de points d’ap- 
plication des forces, compris dans un même plan, et dont les distances 
respectives sont invariables, on peut supposer que ces points font partie 
d’un plan matériel , ou d’une enveloppe plaue infiniment mince et 
inextensible ; rien n’empêcherait, même, qu’on ne les regardât comme 
tenant à une des sections planes d’un corps de figure quelconque et de 
forme invariable ; d’après la manière dont nous envisageons les sys- 
tèmes de corps, en statique (art. 35) tout ce que nous aurons à dire 
sur la composition et l’équilibre de ces forces s’applique indistinctement 
h ccs diverses hypothèses. 

137 . Soient P, , P„ , P,„ y etc. les forces qui agissent sur un plan 
matériel, et dont les directions, sont comprises dans ce plan; a., ,a n , 
a,„, etc. les angles respectifs que font ces directions avec un axe fixe, 
traçé sur le même plan et que je prends pour axe des x. Nommons 
x, , y, j t„ ,y„ j x llf , y tn j etc. les coordonnées des points d’appli- 
cations des forces , p, ,p„ , p,„ etc. les longueurs des perpendiculaires 
menées de l’origine des x ety sera leurs directions, chacune des quan- 
tités désignée par une des lettres a, x y y y p y se rapportant â la force 
P qui a le même numéro d’accentuation qu’elle. 

138. Pour trouver la résultante de toutes ces forces , je commence 
par en composer deux , prises à volonté ; soient P' et P" ces deux 
forces, TI, leur résultante dont la ligne de direction, tracée â une 
distance sr, de l’origine des x , fait, avec l’axe des®, un angle j4 , , 
et n les points de sa trace rapportés , sur le plan matériel , aux deux 
coordonnées x et y j on aura d’après l’art. i32 

P, = i {P, COS. a, + P „ cos. a„ ) M- ( P, sin. a, + P „ sin. a„ ) ’ l T 
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( p , sin- a, 4- P„ sin. a„ ) x + P, p, -b P„ p„ 

J P, cos. a, P,, cos. a„ 

Je compose maintenant II, avec P,„j je nomme H„ la résultante 
de ces deux forces. A,, l’angle que fait, avec l’axe des x , cette résul- 
tante, dont la ligne de direction, rapportée aux coordonnées x et y, 
est à une distance ?r„ de l’origine des x , et j'ai 

n n—\ ( II, cos. A, + P,„ cos. a,„ Y-s r (lT, sin. A, + P,„ sin. a,„ ) j» 
(ii, sin. ^ , -4- Put sin. a,„) x 4 - 

^ nr Put 

ri, cos. A, -p P ,„ cos. a,,, 

On trouverait encore en composant II,, avec P , désignant la ré- 
sultante par Il ,„ , et par A et rr „, , son angle avec l’axe des x, et sa 
distance k l’origine des x 

n m—\{ n „ cos. A „ + P „„ cos. <*,„,)» + (II „ sin. A„+P„„ sin. <*„„)> j * 

_ ( H,, s ' l, ~ -h - b P nu slfl - ‘ x utt ) T 4 ' Un "b P un Pnn 

j II n cos. A„ + P„„ cos. a„„ 

et ainsi de suite, quelque soit le nombre des forces; mais d’après ce 
qui a été démontré art. 1 3 1 on a 

n, COS» j 4 t — P t COS. JE/ 4“ ^ // cos. Ctf f 

Il , sin. À, P„ sin. a , 4- P„ sin. 

n, x, — p,p,+p„p„ 

Il n cos. A„= H, ç. A ,-\-P ,,, c. a (// =;P / c. ‘X, -f- P t, c. x ,,~\~P ,,, c. a,,, 

II ti ® ,n * A ,,~II , -^/"è P ut s * a iw “ P / P u s * <*/, -b P ni s * 

Un ^n— Ht ^ > ~b P nt Pin — P ! Pt “b Pu Pu -b Put Pur 
etc. etc. 

i 3 p. D’où il suit qu’en faisant, pour abréger 

P, cos. a, ■+. P„ cos. a.,, -f etc. = X 
P, sin. a, -b P „ sin. x„ -f- etc. = Y 
P 1 P 1 4 - P „ + P „ P„ + etc. = T ( P p ) 
désignant la résultante générale par H , la distance de sa direction ’i 
l’origine des x par r , les coordonnées de sa ligne de direction par x 
et j- , et l'angle qu’elle fait avec l’axe des .r par x } on a 
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R cos. a = X 1 
R sin. a= Y >. . . {A} 

Rr=Z(Pp) 

d'où, en employant la valeur >— y cos. a—x sin. a 

R=(X* + P*f 
r* + 2{Pp) 

J X 

et on pourra, dans la a'™', équation, substituer à E (P p) sa valeur 
P, Cr,' c °s. a,—x, sin. a,) + ctc. ou Z j P (jy cos. a — x sin. a) j en 
observant que les x et y qui sont sous le signe Z , et qui représentent 
les coordonnées particulières des différents points d’application des 
forces du système, ne doivent pas se combiner avec les coordonnées 
x et y qui sont en déhors du signe, et qui appatiennent exclusivement 
à la ligne de direction de la résultante. « 

140. Une des conséquences de l’analyse précédente est, qu’en général 
on peut composer en une force unique un nombre quelconque de forces 
agissants dans le même plan; il est cependant des cas particuliers où 
cette espèce de composition ne peut pas avoir lieu; je traiterai ces cas 
quand j'aurai exposé la théorie des forces parallèles. 




Xy- /> 
R 



Conditions de l'équilibre d’un nombre quelconque de forces appliques à un 
plan matériel, et agissants dans ce plan; observations sur ces conditions. 

141. Pour introduire dans les équations ( A ) de l’article x 39 la 
condition de l’équilibre des forces, il faut énoncer que leur résultante 
R=o j cette condition donne X î -(-J" î =o, mais cette somme, com- 
posée de deux quarrés essentiellement positifs, ne peut pas être nulle 
sans que chaque carré ne le soit en particulier, et j’ai déjà fait, art. 72, 
la même observation dans un cas semblable; ainsi on a A’=o et P—o; 
ces valeurs, introduites dans la seconde équation ( B ) de l’art. 189 , 
mise sous la forme y X — Vx=Z ( Pp) , donnent E ( Pp) = 0, et 
on a pour, les conditions complètes de l’équilibre, 

x=o j y=o ; z (Pp) =0 
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14a. Ce système d’équations diffère de celui par lequel on exprime 
les condition de l’équilibre , lorsque toutes les forces sont appliquées 
à un même point, par l'équation £ (P p) =0, qui n’existe pas dans le 
cas cité; et il est manifeste, par la manière dont cette équation h été 
formée, qu’elle doit nécessairement être réunie aux deux autres, si on 
veut , par l’ensemble des trois équations , exprimer que toutes les 
forces, dont on a k vérifier l’équilibre, peuvent se réduire, k deux 
forces égales et agissant en sens contraires; c’est l’état où doivent être, 
respectivement , l’avant-dernière des composantes II et la dernière des 
forces P art. i38. On pourrait, partageant les forces k composer en 
deux groupes, arriver k deux composantes II qui seraient dans le 
même cas, et chaque composante Tl suppose, indispensablement, 
l’existence d’une équation de la forme_^X — 

143. Puisque les équations de l’art. 189 n’énoncent, dans le fond, 
autre chose s'uon que les forces du système peuvent se réduire k deux 
forces égales, et agissant en sens contraires, il est clair que lorsque celte 
propriété, qui tient exclusivement au système des forces considéré en 
lui même, se trouve vérifiée pour une certaine position des axes coor- 
données, elle doit se retrouver dans tous les changements de positions 
qu’on peut faire subir k ces axes. Il est aisé de donner une démons- 
tration immédiate de cette proposition. Supposons qu’un nouvel axe 
des x fasse un angle a avec celui sur lequel on a établi les équations 
de l’art. 139, les termes qui , pour ce nouvel axe, répondront aux sommes 
P, cos. a, -f- P„ cos. a,,-)- etc. P, sin. a, -|-P„ sin. <*„-+. etc. seront 
P, cos. (a,— a. )-f-P„ cos. (<z „— a ) -fetc. ; P, sin. (a,— a ) + P„sin. 
(ar„ — a ) + etc. , ou, cos. a (P, cos. a, .4. etc. )-*- sin. a ( P, sin. a,-f etc.); 
cos. a {P, sin. <7, -f-etc. ) — sin. a (P cos. a,-|-etc.) et tous ces produits 
sont nids dès qu’on suppose P, cos. a, + etc. = 0, P, sin. a,-4-etc. = 0, 
ou , X=o et Y =t o ; ainsi lorsque ces deux équations existent par 
rapport k deux axes rectangulaires quelconques, pris dans le plan des 
forces , des équations de même forme existent pour des axes rectangu- 
laires quelconques pris dans le même plan. 

Supposons, maintenant, que la nouvelle origine, ou que le point 
d’intersection de res derniers axes , soit k une distance (> de l’origine 
ancienne , ou de l’intersection des axes primit fs ; désignant par 9 
l’angle formé par cette ligne P et par la direction d’une des forces P , 
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dont la distance à l’origine ancienne est p , on aura, pour la distance 
de cette direction à la nouvelle origine, p+p sin. 6 , et Z (Pp) sera 
représenté par Z {P p) +p Z ( P sin. 0 ); mais, d’après ce qui vient 
d’être dit, si on rapportait les directions des forces à l’axe p on aurait 
Z (P sin. Û)=o, Z (P cos. #)=o, doncla somme des produits des 
forces par les distances de leurs directions à la nouvelle origine ( qui 
est un point pris arbitrairement dans le plan des forces ) est égale à zéro, 
puisqu’on avait Z (P p) =o par rapport à l’origine primitive. 

144. Une conséquence de tout ce qui a été dit depuis l’art. 141 , ana- 
logue à celle que renferme l’art. 140, est qu’on peut, en général, faire 
équilibre, avec une seule force, à un nombre quelconque de forces 
agissant dans le même plan , excepté dans les cas dont il est parlé à 
l’art, cité et qui seront , aussi , traités après la théorie des fotves 
parallèles. 



Conditions do l’équilibre d’un nombre quelconque de force» agiotant «ur un plan 
matériel qui renferme leur» direction», lor»qu’un de» point» de ce plan c»l fine. 
Pression qui s'exerce sur le point fixe. Trouver la force unique, qui, dans 
cet état du système , peut, suivant le »en» dan» lequel elle agit , être substi- 
tuée à d’autres forces , ou leur faire équilibre. Indétermination du problème. 



145, L’intensité et la direction de la résultante des forces qui agissent 
dans un même plan sont données art. i 3 p par les équations 



P — VX'+Y' J J= 



y . t , z {P p) 



x 



et il est évident, s’il se trouve un point fixe sur la direction de cette 
résultante, que son élfct sera annuité, et que le système se trouvera 
en équilibre autour de ce point. 

D’une autre part tout point fixe, qui ne serait pas sur la ligne de 
direction de la résultante, ne rendrait pas son elTet nul, car un point 
matériel, pris sur cette ligne de direction, étant assujetti à décrire un 
cercle autour du point fixe, l’équilibre ne peut pas exister d'après ce qui 
a été démontré, art. 101 et suivants , si la ligue et le cercle ne sont pas 
perpendiculaires l’un à l’autre, c’est-à-dire si la ligne ne passe pas par 
le centre du cercle ou par le point fixe. 

La condition unique d'équilibre, autour d’un point fixe, est donc la 
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position de ce point sur la direction de la résultante ; pour énon- 
cer analytiquement cette condition, j’observe que le ternie constant 

X (Pp) , . y -v X (Pp) i i 

5 — c-^-de I équation jy — — ^ — I v -est la valeur, mesurée 



x x X 

sur l’axe desj' , de la distance de l’origine des T et y 11 la ligne de di- 
rection de la résultante; ainsi, lorsque cette origine est transportée sur la 

direction de la résultante, on a ^ ^ J- - =o , et partout ailleurs ^ 

a une valeur finie; or cette même origine peut être un point quelconque 
du plan dans lequel agissent les forces, donc la condition spéciale et ex- 
clusive, qui, lorsqu’elle est remplie, assure la position, sur la direction 
de la résultante, d'un point quelconque, pris dans le plan des forces, 

s'énonce en disant que *" — o , bien entendu que les distances p 

JL 



ont ce point pour origine commune. 

146. Divisant par X, on a pour les conditions de l’équilibre, autour 
d’un point fixe situé dans le plan matériel qui renferme les directions 
des forces, l’équation unique 

X (Pp) = o 

le point fixe, lorsque cette équation a lieu, se trouvant nécessairement 
sur la résultante et ne s’y trouvant que dans ce cas. 

147. Cette résultante a pour valeur V x’ + y‘ j c’est la force dont 
le point fixe annuité l’effet , c’est, par conséquent, l’elfort qu’il a à 
supporter» 

148. Il est à remarquer que cet effort est égal k celui que le point 
fixe aurait à supporter, si les forces du système lui étaient immédia- 
tement appliquées, chacune parallèlement à sa direction; car, dans ce 
cas, la résultante serait, art. 69, identique en intensité, direction et 
sens d’action , avec celle dont je viens de donner la valeur. 

149. Lorsque le point fixe ne se trouve pas sur la direction de la ré- 
sultante, l’équilibre n’a pas lieu, ainsi que je l’ai dit précédemment, 
c’est-à-dire que, par rapport h ce point , X ( P p ) est une quantité finie, 
positive ou négative; soit r la distance, à ce même point, de la direc- 
tion d’une force R , et posons l’équation Rr—X ( Pp); en se donnant 
arbitrairement l’une des quantités R ou r } l’autre sera connue, et l’équa- 
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lion Z (P p) — Rr — o, nous apprend qu'on aura un système en équi- 
libre , en ajoutant aux forces données une nouvelle force R agissant k 
une distance r du point fixe. 

i 5 o. Imaginons un point d’arrêt k l’extrémité de r , qui empêche le 
système de tourner autour de l’origine, si la force R agissait seule elle 
presserait ce point avec son énergie entière pardeque sa direction étant 
perpendiculaire sur r , elle ne fait, art. 67, aucun effort sur le point fixe 
et n’éprouve par conséquent aucune réaction de sa part; mais l’équation 



Z ( P p ) 

S (P />) — R r = 0 donne R = — donc le système des forces P 1 , 

P" etc. fait contre un obstacle , placé k une distance r du point fixe , 

Z(Pp) 

un effort égal k — - — , c’est la valeur de la force qui , k la distance r 



du point fixe , peut remplacer les forces P' , P" etc. quant aux éffets 
compatibles avec les conditions du système. 

tôt. Il y a, comme on voit par l’art. 149, une infinité de forces qui , 
placées aux distances convenables du point fixe, peuvent faire équilibre 
aux forces qui agissent autour de ce point ; mais ce n’est pas 1k toute 
l’indétermination du problème, car une force R qui, agissant k la distance 
r du point fixe , établit l'équilibre , peut aussi le maintenir en faisant 
tous les angles possible avec une ligne donnée de position dans le plan 
des forces , pourvu que la direction de cette force reste tangente au 
cercle qui a le point fixe pour centre et r pour rayon , et que son action 
s’exerce toujours dans le même sens sur la circonférence; et cet équi- 
libre sera encore maintenu en supposant que les autres forces du sys- 
tème subissent comme la force R , tous les changements de directions 
possibles, pourvu que ce soit sous les mêmes conditions. En effet, consi- 
dérant successivement tous les points du cercle qui a r pour rayon et 
le point fixe pour centre, comme les ]>oints d’applications de la force R , 
et examinant les signes que peut prendre, dans chacun de ses quatre 
quarts, la valeur cos. a — x sin. a de r, (.r et y étant les coordonnées 
du point d’application, comptées du point fixe, et a l’angle formé par 
R et par l’axe des x) eu égard aux changements de signes de x , jr , 
cos. a , et sin. a, et en s’imposant les conditions ci -dessus assignées, on 
peut aisément s’assurer que l’expression^ cos. a — x sin. a conserve, k 

tous 



Digitized by 



Google 




Section deuxième. 65 

fous les points de la circonférence , le même signe qu’elle a à un de 
ces points. 

i 5 a. Soit, A le point fixe, A X et A Y les axes des x et y positives, Fig. S 
êt du rayon A C—A B = r , décrivons la circonférence C fi E /) j je 
dis que, si une force agit tangentiellement à ce cercle dans le sens A' T , 
l’expression^- cos. a. — xsin. a sera positive k tous les points de la circon- 
férence, en donnant k cos. a et sin. a des signes conformes à ce qui a 
été dit art. a 5 et 127. en effet, faisant AP=xç t P A' =y , on a, dans 
le quart de cercle CB } y, x et cos. a. positifs, sin. a négatif, dans le 
quart de cercle B E , x est positif, jy, cos. a et sin. a négatifs, dans le 
quart de cercle E IJ, x,y et cos. a sont négatifs , sin. a est positif; enfin 

le quart de cercle D C donne, x négatif, y, cos a et sin. a positifs, et ob- 

. ; 
y » .t 

servant qu’on a, dans tous les cas, aux signes près, cos. <z =— et sin. a==— , 
l’expression y cos. a — x sin. a est, à un point quelconque de la circon- 

y* -i-’T* 

ferencc égale k- ~r. 

Le même raisonnement, appliqué au cas où la force agit dans le sens 
'A' Y , fera reconnaître que l’expression^ cos. a — x sin. a est négative 

à tous les points de la circonférence, ou qu’elle se réduit k— - — — — - . 

i 53 . J’ai rapporté, pour plus de facilité, les coordonnées x et y à 
des points pris sur la circonférence du cercle BEDC , mais mes ré* 
sultats n’en sont pas moins généraux , vu que, pour une direction et un 
sens d’action déterminé d’une force, l’expression jy cos. a — xsin. a ne 
change ni de valeur ni de signe quelque soit le point de sa direction 
auquel se rapporte les coordonnées x et yj c’est ce que rend manifeste 
la construction sur laquelle la démonstration de l’art. 128 est fondée. 

i&4. Ainsi ayant un nombre indéfini de forces, sur les directions 
desquelles On abaisse des perpendiculaires du point commun A, pour dé- 
terminer, sur le champ, les signes des produits P p qui appartiennent 
à ces forces, on imaginera des cercles ayant le point A pour centre,- 
et pour rayons les différentes ligne p J et P p , pour chaque force, sera 
positif ou négatif, respectivement, suivant que l’action de la force sué 
la circonférence à laquelle sa direction est tangente, aura lieu dans le 
t 9 
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sens BEDCouBCDE. On voit que le signe d’un produit P p dépend 

du sens dans lequel la force P tend k faire tourner le système. 

Cette manière de déterminer le signe de P p ne suppose pas du tout 
que le point A soit fixe , et s'applique tout aussi bien k un système 
libre qu’k un système qui ne l’est pas; elle peut donc être employée dan* 
la vérification de la troisième équation (A) de l’art. t 3 g , et de la 3 cm *. 
équation de l’art. 141. Ces troisièmes équations se vérifient, par consé- 
quent , indépendamment des directions absolues des forces autour des 
cercles sur la circonférence desquels elles agissent; mais les i ere . et a cœe . 
équations, qui les acompagnent , introduisent, dans l'analyse , les expres- 
sions et les conditions relatives aux directions effectives de ces forces. 

Les détails dans lesquels je viens d'entrer, renferment les considéra- 
tions simples et générales que j’ai annoncées k la fin de l’art. 129; ces 
considérations se déduisent ordinairement de la théorie du levier, dont 
l'art. 1 4.5 et les suivans offrent les principes généraux; je ferai voir, par 
la suite, comment elles sont liées, à cette théorie, mais il était bon de 
les obtenir d'abord, comme conséquences immédiates des premières 
notions de l'équilibre. 

i 55 . Les exceptions dont j’ai parlé art. 140 et tqq n’ont point lieu 
dans le cas d'équilibre autour d’un point fixe que je viens de traiter, et 
cet équilibre peut toujours s’obtenir au moyen d’une seule force , celle 
dont le produit par la distance de sa direction au point fixe a une valeur 
égale k la somme S ( Pp ) , fournie par le* forces appliquées au système , 
et un signe contraire à celui de cette somme. 

iâ6. Cette force qui établit l’équilibre étant, comme on a vu , suscep- 
tible d’un nombre indéfini de valeurs, lorsqu’on place sa ligne de direction 
à différente* distances du point fixe, et la même indétermination ayant 
lieu pour l’une quelconque des forces appliquée* au système, ensorte 
qu'on peut, sans rien changer k la valeur ni au^igne de £(Pp), substituer 
une force arbitraire JJ a l’une quelconque de* forces P , pourvu que II 
agiste à une distance jt du point fixe et dan» un sens tel que U sr et P p 
soient de même valeur et de même signe, il résulte de cette possibilité 
(le faire varier arbitrairement les intensités et les directions de plusieurs 
forces en équilibre autour d’un point fixe, que la pression de ce point 
fixe, dont j’ai donné, art. 147, l'expression générale, applicable au eau 
traité depuis l'art. 145, est susceptible d'une infinité de valeurs compa- 
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libles avec l’équilibre. Elle a un maximum et un minimum , si on con- 
serve k chaque force son intensité et sa distance au point fixe, et peut 
varier de zéro à l’infini , si une ou plusieurs forces du système sont 
remplacées, avec les conditions prescrites ci-dessus. On peut aussi 
se donner pour condition que la pression du point fixe ait lieu dans 
une certaine direction et dans un certain sens. Les questions qui naissent 
de ces observations et qui intéressent , particulièrement, la mécanique 
appliquée, sont aisées k résoudre, d’après la théorie exposée dans les 
art. précédents. 

De* moment*. Leur* définitions; moment maximum , pour chaque point d’urt 
système : Composition et décomposition des moments analogue À celle de# 
forces. Moment minimum maximnjrum pour le système entier. 

157. Depuis que j'ai commencé, art. 117, à avoir égard k l 'étendu* 
et k la Jignrc dans les systèmes auxquels les forces sont supposées appli- 
quées, les formules, relatives k la composition et aux conditions d'équi- 
libre de ces forces, ont constamment ofTcrt des termes de la forme P />, 
qui sont les produits des forces par les perpendiculaires menées d’un point 
déterminé sur leurs directions; on a dû remarquer que ces ternies étaient 
introduits dans l’analvse par la solution dtt problème fondamental, art. 
lia, qui avait pour objet la recherche des conditions de l’équilibre d'un 
système de trois points, et qu’ils composaient l’équation servant k ex- 
primer la condition du concours, en un point commun, des directions 
des trois forces appliquées k ces points. 

Ces produits , que nous retrouverons jusque» k la (in du cours, tant 
dans les formules d’équilibre que dans celles du mouvement, s’appellent 
moments des forces ; le point fixe, origine commune des perpendicu- 
laires menées sur leurs directions, est le centre des moments , et en 
désignant ce point par A , on dit que les moments sont pris par rap- 
port au point A. 

« 58 . J’ai employé, art. 89 , le mot moment dans une autre acception , 
et c’est même la première qu'il ait eue; mais lorsque j’aurai à parler de 
l’espèce de moment , dont il est question dans cct article, je m’expli- 
querai de manière k éviter toute équivoque. 

1.59. On peut, au moyen de ce nouveau mot, énoncer, d’une manière' 
abrégée, les théorèmes que fournissent les interprétations de la troisièms 
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«'quation (.d) de l’art. i 3 <), de la troisième équation de l’art. 141; et 
de l’équation de l’art. 146, en disant i°. «que le moment de la résul- 
« tante de plusieurs forces qui agissent dans un même plan sur un système 
« libre, est égal à la somme des moments des composantes; 2 0 . qu’une 
« des conditions de l’équilibre de ces forces est que la somme de leurs 
« moments soit égale à zéro. 3 °. que cette seule condition assure l’équi- 
« libre autour d’un point fixe, situé dans le plan des forces, lorsque les 
« moments sont rapportés à ce point. » 

160. On emploie aussi, en mécanique, les moments des forces par 
rapport à des lignes ou h des axes, qu’on appelle axes des moments'. 
soit P une de ces forces , 0 l’angle qu’elle fait avec Yaxe des moments -, 
et rla plus courte distance de sa direction à cet axe, son moment , par 
rapport à ce même axe, sera P r sin. 0 } on sait art. 54, que P cos. 0 
et P sin. 0 sont , respectivement , les composantes de P parallèle et 
perpendiculaire à l’axe des moments. 

161. Enfin, lorsqu’il s’agit Ae forces parallèles , le produit d’une de 
ces forces P, par la distance de son point d’application <t un plan , est 
appelle moment de P par rapport & ce plan, l'angle que forme la direc- 
lion de la force avec le même plan, pouvant, d’ailleurs être quelconque. 
Souvent, dans une équation qui renferme des produits pareils, on subs- 
titue, aux distances normales , des distances mesurées sur des lignes 
pbliques parallèles entr’elles. 

162. La force P faisant, avec les axes des x , y les angles res per, 
tifs a., G , y , voici comment on trouve son moment par rapport il 
chacun de ces axes. Supposant, pour fixer les idées, que les trois cosinus 
cos. a, cos. 6 , cos. y , soient positifs, ce qui , art. , détermine le 
sens d’action de la force; je prends sur la direction de P , à partir de 
son point d'application, et du côté vers lequel elle pousse ce point, 
une longueur égale à l’unité, et pour avoir, d’abord, le moment par 
rapport U l’axe des a, je projeté cette longueur sur le plan ry , et je 
mène par l’origine de sa projection, qui est la projection du point 
d’application de la force, et par son extrémité, deux lignes respec- 
tivement parallèles aux axes des .r et des y. Cette construction me 
donne un triangle rectangle dont l’hypothémise , projection de l’unité 
de longueur, est le sinus de y J le côté parallèle aux .r est le cosinus 
de et et le côté parallèle aux y est le cosinus de G. La perpendiculaire^ 
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menée de l’origine des x , sur l’hypothénuse de ce triangle prolongée, est 
égale à la plus courte distance entre la direction de P et l’axe des a } 
et , nommant r cette perpendiculaire, le moment cherché est, art. 160, 
égal kPr gin. a \ il s’agit de trouver la valeur de r. 

Pour y parvenir, j’observe que le triangle rectangle dont je viens de 
parler, donne, pour le cosinus et le sinus de l’angle formé par l’hypothé- 
nuse de ce triangle (ou par la projection orthogonale de la direction de 
la force sur le plan xy) et par l'axe des x, les valeurs respectives . . . 



cos. a 
sin. y 



co*. S 
sin. y ’ 



et on se retrouve dans le cas traité, art. 128, en ob- 



... . . , cos. œ cos o 

servant que cos. a et sin. a sont ici représentés par — et — , 

1 sin. y sin. y 

et qu’il faut, au point d’application de la force , substituer la projec- 
tion de ce point sur le plan xy j on a donc, comme à l’article cité. 



cos. 6 



et le moment de la force P par rapport à l’axe 

" sin. y sin. y 

1 „ , , „ ■ .y cos, a. x cos. 6 . . 

des ; est, art. îoo.Psm. y {*—. — — s ) ou P ( rc. a — xc.o) 

sin. y sin. y 



i 63 . On trouvera, en raisonnant de la même manière sur chacun des 
axes, que les moments de la force P sont , 

1 des x P ( 5 cos. 6 —y cos. y ) 

par rapport à l'axe < des y P (xcos. y — s cos .a) 

( des s . .... P ( y cos.a—x cos. S) 
expressions qu’il est bon de fixer dans sa mémoire. 

Chacun de ces trois moments ne change ni de valeur ni de signe, quel- 
ques soient les valeurs de x , y et s, c’est-à-dire, quelque soit le point 
de la direction de P oii on suppose cette force appliquée. Cette valeur 
« ce signe pour un des moments en particulier, restent les mêmes si la 
ligne de direction de P change, (le manière que P agisse toujours tangen- 
tiellement à la surface d’un cylindre ayant pour axe , celui des axes coor- 
donnés auquel se rapporte le moment dont il s’agit, et pour rayon la 
plus courte distance dont le produit par la force constitue ce moment; 
il faut , de plus , que le sens de l’action soit partout le même sur la surface 
cylindrique, et que les angles successifs formés par la ligne de direction 
de la force, et par les génératrices de la surface cylindrique, soient tous 
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égaux entr’eux , et à l’angle initial de l’axe auquel on rapporte le mo- 
ment, et de cette ligne qu'on pourrait , ainsi, rendre continuellement 
tangente à une hélice , tracée sur le cylindre. Je donnerai bientôt la 
relation qui lie, entr’eux, les trois moments rapportés à chacun des axes 
coordonnés , et il est facile, d’ailleurs, de se rendre raison de ce que je 
viens de dire d’après ce qu’on a vu art. i 5 a et suivants. 

164. Prenons, dans l’espace, un point dont les coordonnées, respec- 
tivement parallèles aux x , auxj- et aux z , soient a , b et c , et consi- 
dérons ce point comme la commune intersection de trois nouveaux axes 
des coordonnées £, ri et f , la première parallèle aux x } la seconde aux 
y , et la troisième aux s j les moments respectifs de la force P rapjior- 
tés à ces axes seront P (£ cos. fi — r\ cos. y) j P (g cos. y — f cos. a)j 
P ( jj cos. a — £ cos. fi) ; en observant que les angles a , fi et j y sont les 
mêmes pour les axes des x , y , z , et pour ceux des 4, *i et f. 

1 65 . Substituant, dans ces expressions, à g, r, et fleurs valeurs x — a , 
y — b et z — c j on a les valeurs suivantes des moments rapportés à trois 
nouveaux axes, parallèles aux premiers, et dont l’origine a pour coor- 
données les longueurs arbitraires, a, b , c. 

g ... P \ z cos. 6 —yc. y— {ce. fi —b c. y ) { = / 
\ri ... P j xcos. y— z c. a — (a c. y—c c. a) j 
Ç ... P | y cos. a — xc. fi— (b c. a— a c. fi) j =« 
l , m et n sont des signes abrégés pour les cas où j’aurai à employer 
ces expressions. 

166. Si on multiplie la première de ces expressions par cos. a , la se- 
conde par cos. fi , et la 3 “ e . par cos. y la somme des produits sera nulle 
par elle même, c’est-à-dire, qu'on a / cas. a-f-in cos. fi+n cos. y=zo; 

167. Ayant les moments de la force P par rapport aux axes des £ , n 
et f , proposons-nous de déterminer le moment de la même force par 
rapport à une ligne, que je désignerai par ligne ( A ), passant par l’o- 
rigine de ces coordonnées, (c’est-à-dire par le point dont les coordon- 
nées rapportées aux axes primitifs sont a , b et c) et faisant avec les 

z? et f des angles respectifs A , R et C. 

Le moment cherché est art. 160. en désignant, par 0 l’angle formé 
par (A) et par P , et par p la plus courte distance entre ces lignes* 
égal à P p sin. 0 . 

D'une autre part, on démontre, par la géométrie analytique, qu’c» 



moment par rap- 
port à l'axe des 
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désignant par p , q ei r les plus courtes distances de P au* axes de» » 
et Ç , respectivement, la plus courte distance entre Pet (A), désignée, 
par (> , a pour valeur 

sin. 6 cos. S+r sin. y cos. C 
sin. 9 . 

et, art. 162 et suivants, les produits de P par p sin. a , q gin. 6 et r gin. y 
sont les valeurs respectives des moments l , m et n , donc, 

p sin. a = q sin. y r sin. y ==^j- et substituant ces valeurs 

dans l’équation ci-dessus on a , pour calculer le moment cherché, l’équa- 
tion suivante. 

168. P p sin. 0 =tl cas. A 4- m cos. B + n cos. C. 

Cette formule fournit un moyen simple de trouver le moment d’une 
force par rapport k une ligne droite quelconque menée dans l'espace, 
lorsqu’on connaît, un point de la trace de cette ligne, les angles qu’elle 
forme avec les trois axes coordonnées, auxquels on rapporte la position 
de ce point, et les moments de la force par rapport k ces axes. En elTet, 
la connaissance des moments qui se calculent par les formules de l’art, 
i 63 , et celle des coordonnées a , b et c (moments et coordonnées qui 
se rap|>ortent aux axes primitifs) donne immédiatement, les moments 
l , m et n, et ceux-ci étant calculés on n’a plus qu’k ajouter ensemble 
les produits / cos. A , m cos. B et n cos. C. 

169. Considérons maintenant un nombre indéfini de forces P', P", 
P"' etc. appliquées chacune k un point d’un système de force invariable, 
point dont la position est raportée aux axes des £ , n et Çj en conser- 
vant les relations de position entre ces axes et ceux des x j y et s i 
conformes k ce qui est dit art. 164, et les sommes respectives des mo- 
ments de ces force* par rapport aux axes des » et Ç, étant /,, m,, n,\ 
!„> •*„> *„>J htt> '*,»> "m* etc - sl 00 fait 

h -f- ht + — B ‘ ' ■ 1 , 

m,4-/w„-t-etc. s»J|f 
. !• . », 4. n„rt-ete. mN' -• 

La somme des valeurs des moments de toute* ces fortes par rapport 
k une ligne passant par l’origine de* £ , » et f et faisant avec ces coor- 
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données les angles respectifs A , B et C sera d’après les résultats con- 
signés dans l’art. 168 > 

L cos. A -±-M cos. B+N cos. C. . ’k 

Dorénavant au lieu de l’expression somme Je s moments des forces 
par rapport à une ligne, ou à un axe, j’eniployerai l’expression abrégée 
moment des forces par rapport à cette ligne ou à cet axe. 

170. Le moment L cos. A-^-M cos. B A' cos. C varie avec les angles 
A , B, C et parmi tous les axes passants par un même point, auxquels on 
peut le rapporter, il y en a un pour lequel sa valeur est un maximum. 
On facilitera la détermination du moment maximum et celle de son 
axe, en substituant aux angles A , B et C l’angle que fait cet axe avec 
le plan gr. et l’angle que sa projection , sur ce plan, fait avec l’axe des 
£ s nommant F le premier de ces angles et H le second , la formule de 
fort. précédent devient , en observant art. 27, que cos.A=cos.Hcos.F, 
cos. ZJ=sin. H cos. F et cos. C=sin. F 

L cos. Il cos. F-\-M sin. H eo s. Z’-i-éVsin. F 
égalant séparément à zéro les différentielles par rapport k II et F on a 
les deux équations 

— L sin. JJ cos. /’-j- M cos. JJ cos. F — o 
— Z, cos. JJ sin. F — M sin. H sin. JF-f- IV cos. F=o 
d’oîi on déduit, en accentuant les lettres H , F , A B , C pour indi- 
quer quelles appartiennent au moment maximum. 

„ M „ JV 

tang. Il, = —j— j tang. F, = 

et par suite, en faisant (L*-\-M , -\-N i ) T z=K 

. L n M „ N 

cos. A,=—-j cos. B,=-—j cos. C, = -j~ . 

Expressions qui substituées dans la formule de l’art. 169, donnent 
pour la valeur du moment maximum 

(2>-f-Af’ + éV*)ï 

171. Cette valeur est celle de la quantité que j’ai désignée par 
Jij et on tire cette première conséquence remarquable de l’équation 

dans laquelle les angles A, B , C, n’entrent pas, 

qup 
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que la somme des quarrés des moments , par rapport à trois axes rec- 
tangulaires , qui sc coupent en un point quelconque du système , est 
constante pour ce point , quelques soient, d’ailleurs, les positions des 
axes à la commune intersection desquels il se trouve placé. L x ■+■ M 1 ■+ N 3 
est donc comme K , une quantité déterminée, pour chaque point, qui 
ne change, en général , qu’avec les coordonnées a , b , c, de ce point, 
et qui peut rester la même, ainsi qu’on le verra bientôt , malgré les 
variations de a, b et c , si ces variations sont assujetties & une cer- 
taine loi. 

17a. L’axe du moment maximum K , fait avec l’axe du moment 
dont la valeur a été donnée art. 168 , un angle que je désigne par $ 
et dont le cosinus a pour valeur 

cos. <p — cos. A cos. A' + cos. B cos. B' -4- cos. C cos. C 
ou en substituant les valeurs de cos. A' , cos. B' et cos. C 

. L cos. A -i- M cos. B N cos. C 
cos. <p — jç — 

173. Le numérateur du second membre de cette équation est la valeur 
de la somme des moments par rapport à l’axe qui fait avec les £, »? et 
ou avec les x,y et a , les angles respectifs A , B et C; si on représente 
cette somme des moments par x> on aura la relation 

X =zK cos. <p 

Par le point du système auquel se rapportent les moments K et x> 
faisons passer un axe qui soit dans un même plan avec ceux de K et de x 
et qui forme un angle droit avec l'axe de x 80,1 angle avec l’axe de K 
sera complément de $ } et son moment, que je désigne par Xt > aura 
pour valeur 

Xi— K sin.0 

les deux équations précédentes donnent K*xzX i + X,* et on voit, par 
ces résultats, et par ceux trouvés, art. 169 et suivants, qu’il existe, à un 
point donné, entre le moment maximum et les moments dont les axes 
se croisent au même point des relations analogues à celles qui lient une 
force à ses composantes. 

174. On conclut encore, de l’équation X — ^ cos. q ue les moments 
qui ont, pour axes, les génératrices d’un cône, dont l’axe sc confond 
avec celui du moment maximum, sont tous égaux entr’eux. 

1 



10 
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175. Enfin il résulte, de la même équation X=K cos. $ , que les 
moments sont zéro pour toutes les lignes menées dans un plan perpen- 
diculaire à l’axe du plus grand moment, et passant par le point auquel 
ce plus grand moment appartient. 

176. Imaginons que toutes les forces du système soient appliquées à 
un point unique, en conservant leurs intensités, leurs sens d’action, et 
des directions parallèles à celles qu’elles ont sur leurs différents points 
effectifs d’application ; toutes ces forces, ainsi concourantes en un point, 
pourront, art. 65 , se composer en une seule, qui, en désignant cette 
résultante par /f , et conservant, d’ailleurs , les dénominations de l’art, 
cité, aura pour valeur 

et fera avec les axes des £ , rt et £ ou avec ceux des x } y et î_, des 
angles dont les cosinus seront 

X Y Z 

cos. a — — s cos. 6 — 1 cos. y = 

Je nommerai ligne (R) la ligne de direction de cette résultante, son 
origine , la même que celle des £ , r : et £, étant placée au point qui a 
a, b et c pour coordonnées rapportées aux axes primitifs des x, y et z. 

177. Les forces qui entrent dans la composition de R ayant des in- 
tensité-s, des directions et des sens d’actions déterminés, il est évident 
que quelque soit le point de l'espace sur lequel on transporte les actions 
de ces forces, la résultante R aura toujours la même valeur, le même 
sens d’action et que toutes les lignes de direction ( R) seront parallèles 
entr’elles et à une ligne fixe dans l'espace. 

178. L’introduction de la force R , dans le système, peut avoir lieu 
sans que rien soit changé à l'état de ce système , relativement aux actions 
des forces ; pour remplir cette condition on laissera subsister les forces, 
sans changement , aux différents points du système sur lesquels elles 
agissent, et on appliquera, à l’origine commune de (/f) et des £, n et 
£ , deux groupes de forces uniquement composés des ré-pliques des 
forces du système, de la manière suivante; chaque force de l’un de ces 
groupes sera parallèle à l’une de celles qui sont appliquées aux diffé- 
rents points du système, avec la même intensité, et le même sens d'ac- 
tion qu'elle, et aura, dans le second groupe, une force correspondante, 
qui lui sera égale et directement opposée. 
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La formation de ces deux groupes ne change donc rien à l’état du 
syslême; les moments, par rapports aux axes des £, n et sont les 
mêmes qu’auparavant , puisque les forces des groupes, étant appliquées 
ii l’intersection commune de ces axes, n’en peuvent donner aucun , et, 
composant toutes les forces du premier groupe en une seule, on a la 
résultante R de l’art. 176. 

179. En appliquant à un nombre indéfini de forces les moments trou- 
vés art. 164 pour une seule force, désignant par X, fi et v , respective- 
ment les moments de ces forces par rapport aux axes des x t y et z , 
par X , Y et Z les sommes des composantes parallèles fi ces axes , et 
par L , M , N les moments respectifs par rapport aux axes des £ , n 
et Ç , c’est-à-dire les valeurs qu’acquierrent l, m et n, dans le cas dont 
il s’agit ici, les équations de l’art, cité prennent les formes suivantes, 

À—E\P(z cos. fi — y cos. y')\jL—). — (c V — b Z) 
ft—X\P ( .r cos. y — - cos. a ) j jM=fi—(aZ—cX) 
v—Z\P(y cos .a — xcos. S) j jJV=v — (bX— a F) 

180. Il est manifeste, à l’inspection de ces valeurs, que les moments 
primitifs, rapportés aux axes des x , y et z se conservent, sans chan- 
gement, lorsqu’on fait marcher l’origine de £, >j et dont les coordon- 
nées sont a, b et c, sur la ligne (R ) en supposant que l'origine de cette 
ligne se confonde avec l’origine commune de x ,y , z et de a,b ,c , 
puisqu’on a, à tous les points de sa trace, c F~b Zz= 10, a 7 — cX=o, 
b X — a F— o, ces équations étant celles des projections de ( R ) Sur 
les trois plans coordonnés, rapportés aux coordonnées a , b et c. 

Lorsqu’on passe de l’origine des x , y et z à celle dcs£, rt et £"on 
calcule les moments L, M , N , par les formules de l’art, précédent, 
en prenant ]K>ur données les moments primitifs À , a, v et les coor- 
données a, b , c j mais ces moments L, M , N étant connus, si on 
considère l’origine des >? et Ç comme une nouvelle origine commune 
des .r , z et des a, b,c, on Verra encore que les moments qui appar- 
tiennent à ce nouveau point se maintiennent constants, pour toutes les 
origines placées sur une parallèle à la ligne (R) menée parce même point. 

181. Dans ces différentes marches des origines des coordonnées sur 
les parallèles à (/?), si les axes de ces coordonnées restent parallèles à 
des lignes données de position, les moments, par rapport à chaque 
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axe, en particulier, se conservent; et dans le cas où cette circonstance 
n'a pas lieu, ce sont, art. 171 , les sommes des carrés des moments qui 
demeurent constantes. 

182 La conséquence des propositions consignées dans les deux art. 

précédents, est que le moment maximum K= f-iV 1 )” a une 

valeur constante, sur tous les points de la trace d’une parallèle quel- 
conque la ligne (R), valeur qui change lorsque le point, auquel on 
rapporte ce moment maximum, prend une position hors de la parallèle 
sur laquelle il était d’ahord. 

1 83 . Les moments L, N, étant aussi , art. 181, constants, chacun 
en particulier, pour les divers systèmes d’axes parallèles dont les origines 
sont prises sur la trace d'une même parallèle à la ligne {R), les cosinus 

~ , art. 170, des angles formés par l’axe de K et par ces axes 

À A A 

coordonnés , resteront invariables dans la même circonstance; donc en 
suivant une parallèle k la ligne (R), les axes du moment maximum 
K j rapportés à chaque point de cette parallèle, seront tous, avec elle, 
dans un même plan. 

184. Le cosinus de l’angle formé par l’axe du moment maximum K 

et par la ligne (/?) a pour valeur, en fonction des cosinus (art. 170 et 
176) des angles formés par chacune de ces lignes, et par les axes coor- 
donnés, (XZ.+ Y M+ZN) : RK j substituant, dans cette expression, 
pour M et N , leurs valeurs données art. 179, réduisant et désignant, 

par Oj l’angle dont on vient d’obtenir le cosinus, on a l’équation 

n ÀX-i-fi Y-\rV Z 

cos . ff = jU 

1 85 . I , p et y sont des moments constants par rapport aux coor- 
données, a , b j Cj du point auquel appartiennent 0 el K , ces moments 
étant pris par rapport aux trois axes qui se coupent à l’origine com- 
mune des x , y } z et des a, b , c; ainsi 6 ne varie qu’avec À, et le 
produit K cos. 0 ={ÂX+/t J'+>Z) : R est une quantité constante 
dans tout le système. 

186. Si on prend, pour axes des .T,une parallèle à la ligne (R), ce 
qui peut se faire sans nuire, en rien, It la généralité des résultats, cette 
hypothèse donnera X=Rj Y— o, Z=o, d’où, art. 179 

L=?.j M=u+cRj N-v-bR 
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déplus la valeur K 2 =L 1 + M 1 +I \' 1 de l’art. (170) 



et la valeur cos. 0 — - ^ “ ^ deviennent respectivement 

A 

ü 1 = / J + (^4-c/î) 1 +(» — Afl) 1 ( 1 ) 

cos. 0 =~ (a) 



187. Ainsi, lorsque l’axe des x est une parallèle h (fl), la quantité, 
constante dans tout le système , K cos. 0 , est égale à la somme À des 
moments des forces par rapport & cette parallèle ; cette somme des 
moments est donc, elle même, invariable, c'est-à-dire que, quelque 
part qu’on mène une parallèle à (fl), la somme des moments par rapport 
à cette parallèle est une quantité donnée. 

188. Ces théorèmes sont curieux et importants; les conséquences 
qu’on en déduit le sont encore davantage. K et cos. 0 étant, récipro- 
quement proportionnels l’un à l’autre, la plus petite valeur de K répond 
à la plus grande valeur de cos. 0 s donc le plus petit moment maximum 
de tout le système, celui qui, d’après le langage adopté, doit s’appeller 
le moment minimum maximorum , appartient au point où cos. 0 = t, 
c’est-à-dire au point où l'axe du moment maximum est parallèle à la 
ligne (fl), qui, comme on sait , est la ligne de direction de la résultante de 
toutes les forces du système supposées appliquées en un point commun. 

189. On a déjà, par l’article 186, la valeur absolue de ce moment 
minimum maximorum , .qui se trouve en faisant cos. 0 — 1 dans l’é- 
quation K cos. 0=i À , d'où on tire K=;A. Ainsi le moment dont il s’agit 
est égal au moment des forces par rapport à une ligne parallèle à (fl) 
qni peut d’ailleurs être située arbitrairement, d'après ce qui est dit 
à l’art. 187. 

1 90. Maintenant , pour avoir la position de l’axe de ce même moment 
minimum maximorum , axe qu’on a reconnu, art. 188, devoir être 
parallèle à la ligne (fl) , il suffit de trouver, parmi les parallèlesà cette 
ligne, celle qui, pour un point quelconque de sa trace, jouit de la pro- 
priété du moment maximum, ce qu’on exprimera, art. 175, en disant que 
les somme des moments des forces, par rapport aux axes qui coupent 
cette trace à angle droit, sont nulles. Cette hypothèse particularise la ligne 
cherchée , quoique A soit un moment donné , qui lui est commun avec 
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toute autre parallèle à (R), pareequ’on a, de plus, pour cette autre 
parallèle, les moments p-\-c R et y — b R par rapport k des axes qui la 
coupent à angle droit. Il faut donc que des trois moments qui entrent 
dans le deuxième membre de l’équation (t) de l'article 186 , les 
deux derniers, qui' appartiennent aux axes perpendiculaires à la ligne 

(R), s’évanouissent, ce qui donne, b=~ , c = — ~r , la valeur de a 

R R 



restant entièrement arbitraire, et l’axe cherché est une parallèle à l’axe 

des x, placée k une distance du plan x y et à une distance -^-du 

plan x z j À j a et v étant, comme on sait, les valeurs particulière^ 
des moments par rapport aux axes des x, y et z dans la position dé- 
terminée où se trouvent ces axes. 

Cet axe du moment minimum maximorum a, avec les axes du sys- 
tème, pour lesquels les moments maxima sont constants, des relations 
de position remarquables qu’il est intéressant de connaître. 

191. En divisant par R 2 l’équation (1) de l’art 186, on a 



(^cy+(^-by= 



R 



K 1 — À* 
é?» 



et cette forme fait aussitôt reconnaître que l’équation dont il s'agit, pour 
une valeur déterminée de K , appartient à une surface cylindrique rap- 
portée aux coordonnées a, b , c , dont l’axe est parallèle aux a et dont 



la section, perpendiculaire à l’axe, a un rayon = 



A» — A* 

W~ 



, les coor- 



données du périmètre de cette section, comptées de son centre, étant 



R 



ce t-jr-*' 



9 Pour construire cette surface, CA R étant le plan des b ,c , qui est 
le même que celui des y, z } et A l’origine commune des a , b } c et 
des x 1 y , « , on portera, sur l’axe A R des b et desj', une longueur 



A 11 = 



v 

~R 



, et, sur l’axe A C des c et des a, une longueur AG= 




on tracera G k parallèle et égale à A H , du point k, comme centre, 
et d’un rayon = ~~uT~~ on écrira lm cercle, qui sera, sur le plan des 
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h, e , a u des JO Sj la base, ou la section transversale, de la surface 
cylindrique, l’axe du cylindre étant une parallèle aux a et aux x , et 
par conséquent à (fi), menée par le point k. 

192. Ainsi le point fixe A étant pris pour origine commune des 
coordonnées x , y, « et a ,b , c , et l’axe des x et des a étant supposé 
parallèle à la direction de la ligne (A), si de cette origine, on se trans- 
porte à une autre, prise sur une parallèle à l’axe des x et des a , et par 
Conséquent à la ligne (fi), dont les coordonnées soient b et c , tous 
les moments maxima, appartenants aux différents points de cette pa- 

(’ 1 

rallèle, seront égaux entr’eux et à j ( m+c /?)’-(- (>• — b fi)* $ T , et 
cette même valeur sera encore celle des mùments maxima appartenants, 
à touts les points d’une surface cylindrique â base circulaire, ayant son 
axe parallèle à la ligne (fi) et placé, d'ailleurs, comme il est dit art. 190. 

K*—/.* 

193. Le rayon de la base de cette surface étant égal à — j ■ ' , on 

voit que la surface cylindrique il laquelle appartient un moment K , 
constant pourcette surface , est d'autant plus éloignée de l’axe commun, 
que ce moment K est plus grand; ensorte que si on imagine une infi- 
nité de cylindres concentriques , h bases circulaires, ayant pour axe 
commun une parallèle à la ligne (fi), dont la position est déterminée 
art. 190, les moments constants, appartenants aux génératrices des sur- 
faces cylindriques, iront continuellement en croissant, ou en décrois- 
sant, suivant que ces surfaces s’éloigneront ou s’approcheront de leur 
axe commun. 

194. L'accroissement de ces moments n’a point de bornes; en effet 
quelque valeur qu’on suppose au moment maximum K , on déterminera 

K* /* 

toujours le rayon — de l’enveloppe cylindrique sur laquelle il con- 
serve constamment cette valeur; il u’en est pas de même de ta dimi- 
nution, qui a une limite puisque les moments maxima K diminuent 
avec les rayons des enveloppes cylindriques; le plus petit moment 
maximum doit répondre au rayon évanescent , et ainsi ce moment 
K 2 — À 1 

a lieu lorsque — — - =0, ou lorsque = , i. 

195. La valeur qu'on vient d'assigner au moment minimum mari-, 
morum , et la position de la ligne à laquelle il appartient, déterminée 
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art. 191, sont les mêmes qu’on avait trouvées dans les articles précé- 
dents ; et on voit, de plus, que cette ligne est l’axe commun de toutes 
les enveloppes cylindriques sur chacune desquelles le moment maxi- 
mum est constant. 

196. Cette dernière propriété doit nécessairement appartenir à un 
axe unique , dans le système, car si on supposait qu’elle appartint à 
plusieurs axes, des points pris sur différentes enveloppes concentriques 
appartenant à l'un de ces axes , pourraient se trouver sur une même 
enveloppe appartenant à un autre axe; les moments maxima , relatifs 
à ces points , seraient donc variables sur les premières enveloppes et 
constants sur la dernière, ce qui est une conséquence absurde. Au reste, 
la vérité que je viens de démontrer, par des considérations immédiates, 
est une conséquence manifeste de l’analyse des art. précédents. 

197. Il est bon de pouvoir conclure la position de l’axe du moment 
minimum maximorum et la valeur de ce moment, de la connaissance 
de la valeur d’un moment maximum rapporté à un point quelconque 
du système, et de l’angle Û formé par l’axe de ce moment et par la 
ligne (/î ) , indépendamment de toute considération d’axes coordonnés; 
voici comment on y parvient. Je transporte l’origine commune des 
x , y, s et des a , b ,c à un des point de l’axe du moment minimum 
maximorum } et je compte les x et les a sur ce même axe. Dans cet 
état de choses , on a // = o , >*=o, et le moment maximum A, pour 
un point quelconque, est, art. 186, déterminé par les coordonnées a } 
b j c, (a étant arbitraire), au moyen de l’équation 

A=tÂ* + c* R* + b* 7?*}» 

et les cosinus des angles A' , B' , C formé par l’axe de K et par les 
a#cs des x,jy et z sont respectivement 

A c B b R 

Cos. A — —s cos. B' = } cos. C' . 

An. A 

Je suppose maintenant, que le point, auquel se rapporte ce moment 
K , est sur l’axe commun des z et des c; cette hypothèse donne b— o, 
d’où cos. O—o, et l’axe de À se trouve ainsi à angle droit sur l’axe 
des s c’est-à-dire sur le rayon de l’enveloppe cylindrique pour laquelle 
le moment K est constant. Donc le plan qui renferme l’axe de A et 
la génératrice de la surface cylindrique, où la parallèle à ( R ) passant 

par 
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S B C T I ON DEUXIÈME. ' Si 



per le point auquel K appartient, est un plan tangent à cette surface 
cylindrique, plan qui est en même temps celui de £ } r/. 

Puisque l’aie de K est compris dans le plan des g, /j on acos A’—Zq%.0, 




O , 



cR 



= sin. 0 , d’où on conclut 



X = K cos. 0 j c-. 



K sin. 0 
R 



J’ai supposé que le point , auquel K appartient, se trouvait sur l’axe 
des i ou des c, mais, comme on peut , dans le plan_y z , ou bc, donner 
h cet axe une position quelconque et que dans toutes ces positions, à 
une même distance c de l’origine, on a, constamment les mêmes valeurs 
absolues que ci-dessus, les équations que je viens de poser seront donc 
applicables à tous les points de l’enveloppe cylindrique qui a c |xiur 
rayon , et on pourra toujours déduire des équations précédentes, deux 
des quatre quantités , c , ?. , K et 0 lorsque les deux autres seront connues. 
. Si les données sont K et 0 , on mènera, par le point auquel K ap- 
partient, une perpendiculaire au plan qui renferme la parallèle à (R), 
passant par ce point, et l’axe de K , et, par le point de cette perpen- 



diculaire, placé à une distance 



K sin. 0 
R 



du plan dont je viens de parler. 



on mènera une parallèle à ( R ) qui sera l’axe du moment minimum, 
maximorum , la valeur de ce moment étant K cos. 0 } ces détermina- 
tions sont , comme on voit , dégagées de toutes considérations d’axe* 
coordonnés 

198 . Chaque axe du moment maximum K , pris sur une même enve- 
loppe cylindrique , faisant avec la génératrice, qui passe par le point 

auquel ce moment appartient, un angle constant dont le cosinus := , 



et se trouvant, de plus, tangent à cette même enveloppe cylindrique! 
l’ensemble de tous ces axes, forme une nappe hyperboloïde , surface 
du second ordre dont l’équation et les propriétés sont bien connues. 

199 . On doit mettre au rang des plus belles et des plus utiles vérités 
de la science de l’équilibre et du mouvement, celles dont les articles 
précédents renferment les démonstrations, et, plus les élèves avanceront 
dans l’étude de la mécanique, plus ils en sentiront l’importance. Le* 
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théorèmes des art. 170 et 171, sur la valeur et la posit ion de l’axe du plus 
grand moment , à un point quelconque , sont dûs à Euler qui les a démon- 
trés dans le tome 7 des nouveaux actes de Pétersbourg; le surplus de celte 
théorie, qui en forme la partie la plus brillante, est de l'auteur de la 
Mécanique céleste et se déduit, comme conséquence, de sa théorie 
du plan invariable , dont j’aurai occasion de parler aux élèves dans' 
les sections du cours où je traiterai du mouvemement des corps solides. 
Enfin, M r . Poinsot, ancien élève de l’École, et Inspecteur général de 
l’Université, a publié dans le i 3 e . cahier du journal de cette Ecole, 
un mémoire fort intéressant où il démontre, avec autant de simplicité 
que de clarté, par sa théorie des couples, (j’expliquerai bientôt aux 
élèves la signification de ce mot ) tout ce que j’ai démontré depuis 
l’art. 157 en suivant une autre marche d'analyse et de raisonnement; 
M r . Poinsot développe, dans le même mémoire, les applications, aux 
questions de mouvement, de la théorie des moments, fondées sur 
l’id'-ntité de ces moments et des aires. Je vais faire quelques rappro- 
chements qui serviront à préparer l’intelligence de ces applications 
réservées pour la seconde partie du cours. 

Rapport! entre le! moments et Ici aires. 

200. Les propositions que j’ai démontrées, sur les moments , depuis, 
l’art. 1Ô7, ne sont encore, en substituant aux forces les lignes qui les re- 
présentent, que de simples vérités géométriques, du moins pour les cas des 
systèmes à trois dimensions, et ne deviendront des vérités de statique ana- 
lytique, que lorsque j’aurai fait voir leurs relations avec les formules et 
les équations de condition générales de cette partie de la mécanique. Quel- 
ques propositions fondamentales de l’autre -partie de la même science, de 
celle qui a le mouvement pour objet, peuvent aussi être, d’abord, en- 
visagées sous un point de vue purement géomé-trique , et, ce qu’il y a de 
remarquable, c’est que ces dernières propositions ne di fieront des pre- 
mières dont j’ai parlé dans cet article, que par les expressions qu’on 
emploie pour les é-nonccr ; il est donc aussi important que curieux 
de faire voir l’identité des unes et des autres; ce rapprochement me 
fournira l’occasion de rappeler, en peu de mots, les principaux résultats 
obtenus dans les 43 art. précédents, résultats que je présenterai sous 
?me forme absolument géométrique. 
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soi. Le signe P , qui représente l'intensité d'une force, étant consi- 
déré comme désignant la longueur d’une ligne prise sur la direction de 
cette force, le produit de P par la perpendiculaire p menée, d’un point 
fixe, sur P prolongée, est le double de l’aire d’un triangle ayant P pour 
base et son sommet au point fixe. 

Cette aire double, ou ce produit P p, est ce que nous avons appelé 
moment de P par rapport à un axe perpendiculaire au plan de ce tri- 
angle et passant par son sommet. 

20a. L’aire du triangle ne changera pas quelque part que la base soit 
placée sur la direction de P , pourvu que la longueur de cette base et 
la position du point où se trouve le sommet restent les mêmes; c’est la 
propriété des moments énoncée art. i 53 et i 63 . 

ao 3 . Si, parle sommet du triangle, on mène un axe, dans une direc- 
tion quelconque, l’aire de la projection orthogonale de ce triangle, sur un 
plan perpendiculaire a l’axe, aura une valeur constante, quelques soient 
les positions du sommet, sur ce même axe, et de la base sur la direction 
de P. De plus 0 étant l’angle formé par cette direction et par l’axe du 
plan de projection, (complément de celui que forme ce plan de )rrojec- 
tion avec la ligne P) et r la plus courte distance entre les deux lignes, 
le double de l’aire de la projection orthogonale sera P r sin. 0 , c’est 
art. 160 le moment de la force par rapport k l’axe du plan de projection 
qui ne dépend ni de la position absolue du point d’application de la 
force ni de celle du plan de projection sur l’axe de ce plan, 

204. Par le même sommet du triangle je fais passer les trois axes 
coordonnés des x , y et : avec lesquels la base P fuit les angles res- 
pectifs a j 6 et y, compléments de ceux qu’elle forme avec les plans^ 
Xi et xy. En désignant par p,qetr les plus courtes distances, respec- 
tives, entre P et les axes des x et j ; les projections du double de 
la surface du triangle, sur les plans dont je viens de parler sont P p sin. ar, 
P q sin. 6 et P r sin. y, ou art. 162 et »63 les moments de la force P 
par rapport k chacun des axes. 

io 5 . Faisant passer, par l’origine, un plan dont les angles respectifs 
avec les plans y z , xz et x y sont désignés par A , B et C , le double 
de la projection orthogonale du triangle, sur ce plan, aura pour valeur 
P {p sin. a cos. A -y- q sin. tfeos. B-yr sin. y cos. C), c’est, art. 167, l’ex- 
pression du moment de la force P par rapport à une ligne passant ,p;.r 
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l’origine des x , y et z et faisant avec les axes des x , y et z perpen- 
diculaires aux plans j-s, xz et xy , les angles A, Bel C. 

so6. Enfin si on construit plusieurs triangles ayant tous leurs sommets 
placés à l'origine des x } y et a et leurs bases P' , P" , P'" etc. situées 
d’une manière quelconque, dans l’espace, en désignant par // , p" etc. 
ij' , q", etc. P, r" etc. a' , a" etc. fi , fi' , etc. y' , y" , etc. les quantités qui 
sont, par rapport à ces triangles, ce que p, q, r, a., 6 , y, étaient par 
rapport au triangle unique considéré dans les art. précédents, et faisant 
p sin. a) — A , ( P q gin. fi) — u , £( P r sin. y) — * , la double 

somme des projection» de tous ces triangles sur un plan passant par 
l’origine et faisant avec les plans yz, x z et xy les angles respectifs 
A , B et C y cette double somme, dis-je, a pour valeur 

/ cos. a + « cos. fi 4- y cos. y 

expression qui est celle de la somme des moments de P' , P" etc. , con- 
sidérées comme des forces, par rapport à un axe passant par l’origine 
des x , y et z et faisant avec les axes de ces coordonnées les angles- 
A , B et C. 

107 . Parmi tous les plans qu’on peut mener par l’origine des r ,y et 
z , celui, sur lequel la somme des projections orthogonales des triangles 
est un maximum, forme avec les plans y z, tra et xy } des angles dont 
les cosinus respectifs sont , 

A u r 

y +«*+7* j y 

et le dénominateur \A A 2 -p u 1 4- 1 1 est la valeur du double de cette 
plus grande somme. 

La somme des projections est nulle sur tous les plans perpendiculaires 
à celui dont on vient d’assigner la position, et, en général, à étant l’angle 
qu’il forme avec un autre plan quelconque , la double somme des 
projections, sur ce dernier plan, a pour valeur (/.*-)-«* y. r 1 ) 7 cos. <p. 

On retrouve ici le théorème du plus grand moment, rapporté à l’ori - 
gme primitive des x , y et z y et, par suite, à une origine quelconque - ,, 
en changeant seulement les valeurs de A , u et r. 

sto8. En mettant, bout-à-bout , une suite de lignes égales et parallèles 
aux lignes P' y P", etc. conformément à ce qui a été-dit art. 75 et 76, 
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on formera un poligone qui , en général , sera ouvert , et quelque soit la 
position de ce polygone, dans l’espace, et l’ordre dans lequel on place 
ses côtés l’un à la suite de l'autre, la ligne droite menée de l 'origine 
du premier côté, à l ’ extrémité du dernier, sera constamment parallèle 
à une droite de position fixe que je désigne par (A). 

209. L’axe des x étant supposé parallèle à (A), les sommes , n 
et v acquerront des valeurs convenables à cette hypothèse, mais /. sera 
la somme constante du double des projections des triangles, sur un plan 
parallèle à celui des y z, ou perpendiculaire à (A), et placé d’ailleurs 
arbitrairement, quelque soit le point de l’espace où viennent aboutir les 
sommets des triangles qui ont les lignes P' , P" , etc. pour bases. 

210. b et c étant les coordonnées respectivement parallèles aux y 
et aux J, de ce point, pris à volonté, auquel on fait aboutir tous les 
sommets des triangles, si on désigne par A la somme des projection» 
orthogonales des lignes P' , P", etc. sur l’axe des x, ou ligne (A), 
et qu’on fasse K — y' /?-{-(u+c A) 1 -p (»'— b K)*, cette quantité K sera 
la valeur du maximum de la double somme des projections qu’on peut 
obtenir sur un plan passant par le point dont b et c déterminent la posi* 
tion; l’angle A, formé par ce plan, et par le plaiij';, perpendiculaire 



à l’axe des x, ou à la ligne (A) , se calculera par l’équation cos. , 

A 



les cosinus de ses angles avec le plan r: et le plan xy étant respec- 



tivement, 



-c A 



et 



v—bU 



La coordonnée, parallèle aux x , ou à (A), du point auquel se rap- 
portent ces déterminations, demeure entièrement arbitraire, c’est-à- 
dire que tontes les valeurs qu’on vient d’assigner conservent la même 
valeur sur la parallèle à (A) dont les coordonnées sont b et c. 

Il est a remarquer que lorsqu'on compare rntr’eltes les sommes des 
projections faites sur des plans perpendiculaires h une même ligne, 
les sommets des triangles peuvent, art. 2o3, sur une même parallèle à 
celte ligne, ne pas aboutir au même point sans que la somme des 
projections change. 

21 1. Dans le cas où tous les sommets des triangles se trouvent sur 
une parallèle à (A) et à x, dont les coordonnées respectivement paral- 
lèles aux y et aux s sont et A , le plan du maximum de pro- 




86 Statique élémentaire. 

jection est perpendiculaire à (R) , et À est la double valeur de ce maxi- 
mum , qui est la plus petite des quantités de son espèce, c’est-à-dire le 
minimum maximorum. 

2ia. L’axe dont on vient de déterminer la position par les coordon- 
nées et — , pourrait servir à fixer les positions de tous les plans, 



qui , pour les divers points de l’espace auxquels on peut faire aboutir 
les sommets des triangles, ont la propriété d’être les plans de plus grandes 
sommes de projections. On a donné, art. 210, la valeur du cosinus de 
l'angle que l’un quelconque de ces plans, passant par le point dont les 
coordonnées sont b et c devait faire avec un ptan perpendiculaire à (R), 
et celui-ci étant supposé passer aussi par ce même point, la ligne d’inter- 
section des deux plans devra rencontrer l’axe parallèle à (R) dont les 

coordonnées respectivement parallèles à b et à c sont et . 

2i3. I-a distance entre le point déterminé par b et c, et l’axe du 
minimum maximorum , est égale à Æ,^ct R ayant les mêmes 



significations qu’à l’art. 210, et, lorsque la position du plan auquel K 
et sin. 0 appartiennent est déterminée de la manière prescrite à l'art. 



cité, la valeur sert à trouver la position de l’axe du minimum 



maximorum en même temps que l’équation cos. Û=i — donne la va - 

leur R cos. 0 de la double somme des projections sur le plan perpen- 
diculaire à cet axe. 

214. Tout ce qui est dit depuis l’art. 200, n’est qu’une énonciation 
particulière des principales vérités dont on a vu les démonstrations 
depuis l’article 167 jusqu’à l’article 199, et les démonstrations de tous 
les théorèmes sur les aires , ou sur leurs projections, ne seraient que 
la transcription de celles qui concernent les moments. Ces théorèmes 
s'appliquent, en dynamique, aux aires décrites pendant des temps, ou 
finis ou infinimenls petits, par les rayons vecteurs des différents points- 
matériels d'un système en mouvement , et on verra , dans la seconde 
partie du cours, leur important usage. 
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Au reste on peut appliquer la théorie que je viens «l’expliquer , k 
des figures quelconques , dont on ferait les projections sur différents 
plans, et en déduire une foule de conséquentes et de propriétés aussi 
variées que curieuses, mais dont la recherche est absolument étrangère 
k l’objet de ce traité. 



Équilibre et composition des forces parallèles , dans le ras où ces forces agissent 

sur un système libre , et où leurs lignes de direction sont dans un même plan. 

Principe du levier. Définition et propriétés du centre des forces parallèles. 

21Ô. J’ai donné, depuis l'art, 120 jusqu’à l’art. 144, la théorie coin- 
plète de la composition et de l’équilibre des forces qui agissent sur un 
système libre , lorsqu'on s’impose, à priori, la condition d’avoir leurs 
lignes de direction dans un même plan, et quelques soient, d’ailleurs, 
les angles formés par ces lignes de direction, tant cntr’elles qu’avec des 
lignes fixes situées dans le plan commun. 

Les élèves, qui ont étudié cette théorie, se rappelent 1 rs deux pro- 
positions générales suivantes, sur lesquelles j’ai fixé leur attention , i°. 
la résultante de plusieurs forces, qui agissent dans un même plan, 
a sa ligue de directi«m dans ce plan. 2°. en réduisant, k son expres- 
sion la plus simple, l’interprétation des équations qui renferment les 
conditions de l'équilibre des forces dirigées dans un mé-me plan, 011 
voit qu’elles se réduisent k énoncer que ces forces peuvent être rempla- 
cées par deux forces «‘gales et agissant en sens directement opjtosés. 

La première proposition établie, dès l’abord, art. 43, pour deux forces, 
dont les directions ont un point commun, et leur résultante, s’est trouvée 
démontrée , art. i 38 , pour un nombre quelconque de forces agissant 
dans le même plan , puisqu’il suit évidemment des compositions binaires 
successives , par lesquelles on est arrivé, article cité, à l’expression gé- 
nérale de la résultante finale , que cette résultante se trouve , dans un 
même plan, avec les deux premières forces composées et , par consé- 
quent , avec toutes les autres forces. 

La seconde proposition a été pareillement établie art. 141 , 142 et 
143. Elle n’est, d’ailleurs, que l’énoncé d’une vérité, pour ainsi dire 
intuitive, applicable k toutes les hypothèses possibles d’actions des forces, 
et consignée dans les art. 40 et 74, où on a vu que l’une quelconque 




88 Statique élémentaire. 

dos forces d’un système en équilibre, qui n’a aucun point fixe, est égale 
et directement opposée à la résultante de toutes les autres forces. 

On ramène, dans certains cas , comme je le ferai voir dans la suite, 
le système des forces en équilibre à plusieurs couples de forces égales 
et directement opposées, mais c’est une affaire de pure commodité. 

ai 6 . La seconde proposition est donc immédiatement applicable à 
une combinaison quelconque de forces parallèles; la première doit con- 
venir aussi aux forces parallèles, qui agissent dans un même plan, puis- 
que cette hypothèse sur le mode des forces ne fait qu’introduire, dans 
les formules générales de l'art. 1 39, applicables à toutes les valeurs pos- 
sibles des angles a , _, a„ etc. , les relations particulières a,— 
etc. 

Il est d’ailleurs évident qu’on peut appliquer, à deux forces parallèles, 
et à leur résultante, le même raisonnement, mot pour mot, qu’on a 
fait, art. 43, pour prouver que la résultante de deux forces, qui con- 
courent en un point commun, est dirigée dans le plan de ces forces; et 
comme on peut obtenir la résultante finale d’un nombre quelconque 
de forces parallèles, par une suite de compositions binaires, en cm. 
ployant la méthode de l’art. t 38 , si ces forces parallèles agissent dans 
un même plan, la résultante finale sera nécessairement dans ce plan 
puisqu’elle sera , par construction , dans le plan des deux premières 
forces composées. 

217. Il reste maintenant a introduire dans les formules générales, 
données depuis l’art. 120 jusqu’à l’art. i 5 < 5 , et applicables à des forces 
qui agissent dans un même plan, la condition particulière du parallé- 
lisme de ces forces, cette méthode, constamment suivie, dans l’expo- 
sition des vérités de la mécanique analytique, réunit , à l’avantage d’être 
claire et concise, celui d’être parfaitement rigoureuse; celte dernière 
qualité, surtout, lui appartient essentiellement, car si une conséquence 
qu’on veut tirer d’une équation vraie, est, ou inexacte, ou ineom|>atible 
avec les bases sur lesquelles cette équation est établie , l'analyse rend 
aussitôt manifeste, par les symboles connus, le vice de raisonnement ou 
l’incompatibilité, et si le résultat obtenu n’est acompagné d'aucune in- 
dication pareille, il a un degré de certitude égal à celui de la formule 
dont il est déduit. 

at8. Je commence par la composition de deux forces parallèles F’ et 

V" 
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P" qui font un même angle A' ave Taxe des x tracé sur le plan de 
ces forces, p' et p" étant les perpendiculaires abaissées, sur leurs di- 
rections, de l’origine des .r et des y. 

Je nomme R la résultante de P' et P " , A l’angle que fait cette 
résultante avec l’axe des x, et r la distance de sa direction h l’origine 
des x et des y } r , p' et p" sont, dans le cas dont il s’agit ici, mesurées 
sur une même droite passant par l’origine des x et desy> et R devant, 
art. 216 , agir dans le plan de P' et P" , il ne reste plus qu’à déterminer 
sa trace sur ce plan, et son intensité. 

Introduisant, dans les deux premières équations de l’art. i3r, la 
condition du parallélisme des forces P 7 et P" , on a a.' —a" = /P , et 
ces équations deviennent 

R cos ,A=z( P'-fP") cos. A' 

R sin. A—( P'-pP") sin. A' 

et on en déduit 

R = P' + P"; A=A' 

ainsi la résultante est parallèle aux composantes, égale à leur somme, 
et la forme des équations, qui donne ces théorèmes, indique clairement 
qu’ils sont vrais sans restriction ; on doit, ainsi, les regarder comme 
aussi rigoureusement démontrés que les propositions qui seraient l’in- 
terprétation immédiate et littérale des équations dont les deux précé- 
dentes sont un cas particulier. 

L’intensité de la résultante étant connue, on a sa trace, sur le plan 
des forces, par la troisième équation de l'art. i3i_, qui donne, en ob- 
servant que les expressions qui multiplient R , P' et P" } représentent 
respectivement, art. 128, r, p' et p" 

, _ P’ p'+ P" p" 

r ~ P'+P" 

le moment de la résultante est, dans ce cas des forces parallèles , comme 
dans le cas des forces non parallèles, égal à la somme des moments des 
composantes. 

x et y , x, et y, j x„ et y,, étant les coordonnées respectives des 
lignes de direction de R , P' et P" , et désignant par a l’angle commun 
formé par chacune de ces lignes et par Taxe des x, la troisième équa- 
tion de l’art. i3i devient 

t 12 
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P'. Y, + P".r„ - ( P' + P" *„) «ang. * 



P'. 



219. On voit, par l’équation R =P'+P", que R doit agir dans le 
sens de la plus considérable des forces P' et P" j de plus, d’après l’équa- 

tion r= — ~ — _, lorsque P’ et P" } agissent dans le même sens , 



la trace de R , dont la valeur numérique surpasse alors celle de chacune 
des deux composantes , doit être située entre les traces de ces deux 
forces;si P' et P" agissent dans des sens différents, que BP' et CP” 
soient leurs directions respectives et leurs sens d’actions, et A l'origine 
des distances r, // et p” , comptées sur la ligne A P , perpendiculaire 
îi la direction commune des forces, on aura, AB=zp' , AC—p" et 
faisant C B = p” — p' i^A, on déduira de l’équation précédente les deux 
qui suivent 

, /P" „ AP' 

r =r + r=p ~Twp* 



lesquelles , dans tous les cas où P' et P" agissent en sens opposés , donnent 
r<_p') lorsque P'> P" , et p" , lorsque P"> P' ; appliquant ces ré- 

sultats, avec les signes convenables, aux différentes combinaisons dos 
positions des points A , B et C , on verra que , dans toutes les combi- 
naisons de leurs sens d’actions , la plus considérable des trois forces 
P ' , P" et R doit avoir sa trace située entre les traces des deux autres. 

Au reste tout ce que je viens de dire peut se conclure facilement de 
la considération des signes que prennent, dans chaque cas, les expres- 
sions de la forme, y cos. a — .T sin. a , et de leurs valeurs, d’après ce 
qui a été expliqué art. t 5 i et suivants. 

220. A continuant à désigner la distance entre les directions de 
P' et P" j si on représente par Z et A” , respectivement , les distances 
entre la direction de R et celles de P' et P" on aura 
?.—p"—p'; A'=r-p'j A" —p" — r 

l’équation r— ^pir — deviendra P' A'=P" A" d’où P' : P" ;; 

/" : A’ j en composant cette proportion et en la combinant avec l’équa- 
tion P=P' -|-P" , on a 

R:P':P"yAiA":A' 



théorème analogue & celui de l’art. 5 o. 
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sai. L’équation P' À.'=P" À" , appliquée au cas où un des points de 
la résultante est fixe, (cas auquel, art. 146 , P' et P" sont en équilibre- 
autour de ce point) donne le fameux principe de l’équilibre du levier 
découvert par Archimède , il y a environ vingt siècles et demi , et qui 
forme la proposition 7 du i* r . livre de son traité de \' équilibre des 
plans j c’est la première vérité qu’on ait démontré, par le raisonnement, 
dans la mécanique rationnelle. 

axa. Quelque soit le nombre des forces parallèles P' , P"j etc. agis- 
sant dans le même plan et qu'on veut composer en une seule, on pent 
avoir la résultante générale par une suite de compositions binaires , 
comme on a fait à l’art. i38; mais il est plus court de s'appuyer immé- 
diatement sur les résultats de l’analyse contenue dans cet article en 
introduisant, dans les équations de l'art. i3<), la conditon de l'égalité 
de chacun des angles a! , a" , etc. k un angle A' , et supposant que la. 
résultante R fait avec l’axe des x un angle A , ce qui donne les équations 
R cos. A =cos. A' 21 ( P) 



/îsin. A = sin. A' E(P) 

desquelles on conclut, comme à l’art. 218 où il ne s'agissait que de 
deux forces 

R=2!(P); A=A'. 

désignant , par a , la valeur commune A et de A’ et adoptant , d’ailleurs, 
la notation del’art. 139 , on a, pour déterminer la direction de la résul- 
tante dont l'intensité est donnée par l’équation /{=— ( P ) , l’une ou 
l’autre des deux équations 

E(Pp) Z(Py)-Z(Px)umg.<z 



-rjpj 



Ï(P) 



les x cty, sous le signe 21 , représentent les coordonnées particulières 
x ' , x" , etc. ÿ , y" , etc. des points d’application des forces P', P" etc. 
et les x , et y, hors du signe , se rapportent , spécialement , aux diffé- 
rents points de la trace de la résultante. ■ . 

s.u.3. Si , dans la seconde des équations précédentes , on fait 
2i(P.r) 

x — — ÿf'/Tj > I e P°’ nt de fa trace de la résultante , correspondant 

2^(Py\ 

a cette abscisse , aura pour ordonnée y = ■ ce point est très- 
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remarquable ; l’angle a n’entre dans les valeurs d’aucune de ses deux 
coordonnées, ensorte que c’est un point commun à toutes les directions 
que peut prendre la résultante, dans l'hypothèse oii les forces conser- 
vant leurs intensités, leurs points d’application , et leur parallélisme , 
feraient d’ailleurs tous les angles possibles arec une ligne fixe tracée dam 
le plan de ces forces. 

_ , , £(Px) £(Pr) . . 

224. Ce point qui a pour coordonnées — ^ et - £ et < l ul 

est une espèce de centre fixe de rotation de la ligne de direction de la 
résultante, s’appelle centre des forces parallèles. 

225 . On a la condition de l’équilibre des forces parallèles qui , 
dirigées dans un môme plan, agissent sur un système libre, en faisant 
dans les équations de l’art. 141 , a':=i*"= etc. — a , £ (P), cos. ae=o j 
£ (P), sin. <x = o, au moyen de quoi ces deux équations se réduisent 
h l’équation unique £(P)= o, à laquelle il faut réunir l’autre équa- 
tion £(Pp)=. o, ou son équivalente 

£ ( Py ) —£(Px) tang. « = o 

et les mêmes résultats se déduiraient de l’hypothèse /?=o, et £(P)—o r 
dans les équations de l’art. 222. 

226. Un raisonnement, absolument semblable à celui de l’art. 143, 
prouverait que lorsque ces équations ont lieu par rapport à une certaine 
origine des p } x , et^ et h une certaine direction de l’axe des x , des 
équations semblables ont encore lieu pour toute autre origine et toute 
autre direction prises dans le plan des forces. 



De l’équilibre des forces parallèles autour d’un point fixe situé dans le plan qui 
renferme les lignes de direction des forces. Pression de ce point. Détermina- 
tion de U plus grande et de la plus petite valeur de cette pression. Du eat 
où le point fixe est placé au centre des forces parallèles. 

22 7. Les forces parallèles continuant d’agir dans nn même plan, on 
peut supposer que le système des points matériel» auxquels ces forces- 
sont appliquées est assujetti k tourner autour d’un point fixe, situé 
sur ce plan , et chercher les conditions de l’équilibre relatives k cette 
hypothèse. D’après ce qui a été dit, art. 145, la recherche dont il s'agit 
ournit matière à une première détermination. Celle de la position k 
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donner au point fixe pour obtenir l’équilibre, et l’équation, qui exprime 
les conditions demandées, renferme le terme qui doit être nul lorsque pe 
point est placé comme il doit l’être. 

Or on a vu , & l’art, cité, que l’équilibre avait lieu lorsque le point fixe 
Se trouvait placé sur la trace d’une ligne droite , ayant pour équation 
Xy — Yx — 2 (Pp) = o, et que l’égalité à zéro du terme constant 
X ( P p ), en exprimait complètement les conditions, l’origine com-< 
mune des lignes p étant au point fixe; en effet l’équation S ( P p)=o, 
suppose l’existence de ce point sur la direction de la résultante, dont 
l’équation rapportée à deux coordonnées rectangulaires quelconques , 
prises dans le plan des forces, est Xy — Y x — 2 (Pp) — 0. 

228. Le cas des forces parallèles agissant dans Un même plan donne 
pour l’équation de la direction de la résultante, art. 222, 

(y— xtang.a) 2 (P)— 2 (Py) + 2 (Px)ung.a=o, 

et tout point fixe, placé sur cette direction, établira l’équilibre; mais eri 
transportant, à ce point, l’origine des coordonnées, l’équation de la 
trace de la résultante devient y — xtang.a = o, et on à, pour énoncer 
que le point fixe a la position dont on vient de parler, etque, par consé * 
quent, l’équilibre a lieu , l’équation 

È(Py) — £(Px) tang. x = o 

l’origine des x et desjy étant à ce même point. 

229. Cette équation, qui équivaut à 2 (Pp) = o , exprime que la 
sommé des moments est nulle par rapport au point fixe. 

230. Dans le cas du systêmé libre, art. 225, l’équilibre résultait de* 
deux conditions 2 {P p) =0 et £ ( P) = o, mais dans le cas actuel 2? (P) 
est l'effort que le point fixe a à supporter, ce point se trouvant sur la 
direction de la résultante dont 2 (P) est la valeur. 

231. On voit ici, comme à l’art. 148, que l’effort exercé contre le 
point fixe est le même qui aurait lieu si toutes les forces parallèles lui 
étaient immédiatement appliquées. 

232. Enfin, tout ce qui a été dit depuis l'art. 149 jusqu’à l’art. i56, 
inclusivement , est applicable, sans restriction, aux cas traités depuis 
fart. 227; j’ai fait voir, dans les art. cités, les changements qu’on peut 
faire subir à un système de forces dont les directions sont sur un même 
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plan, et qui se font équilibre autour d’un point de ce plan, rendu fixe; 
sans que l’équilibre cesse d’avoir lieu, changements qui permettent de 
rendre parallèles des forces qui ne le sont pas, ou de détruire le parallé- 
lisme de ces forces lorsqu’il existe. 

a33. J’ai parlé art. i56 d’un minimum et d’un maximum d’efiort sur 
le point fixe; en adoptant la notation de l’art. i3ç,Jes conditions d’après 
lesquelles on obtiendra ce minimum ou ce maximum sont exprimées par 
l’équation 2(Ps\n.a)2( Pda cos. a) — 21 (P cos. a) 2 (Pda s\n. a)— o, 
équation qui se rapporte au cas où l’intensité de chaque force et la dis- 
tance de sa direction au point fixe demeurent constantes; cette force 
pouvant, d’ailleurs, être appliquée à un point quelconque du cercle qui 
a, pour rayon, la distance dont je viens de parler et le point fixe pour 
centre. On a vu art. i5i, que l’équilibre continue d’avoir lieu quelquesoit 
ce point d’application pourvu que la force agisse toujours dans le même 
sens sur la circonférence du cercle auquel sa direction est tangente; mais 
la valeur de la résultante, ou l’effort qu’elle exerce sur le point fixe varie 
à chaque changement de position et il s’agit de savoir comment lcsdirec- 
tiops des forces doivent être disposées pour que la différentielle de la 
résultante soit nulle lorsqu’on fait varier ces directions de quantités in- 
finiment petites. Cette condition sera, d’après l’équation précédente, 
généralement remplie dans tous les cas où on rendra les forces parallèles 
entr’elles et par conséquent^ la résultante, les relations entre les diffé- 
rentielles da,,da„eic. demeurant absolument arbitraires; ensuite pour 
obtenir la plus grande des sommes données par les diverses combinaisons 
de forces, ainsi rendues parallèles, on placera d’un même côté, par rap- 
port au point fixe, toutes celles qui tendent à faire tourner dans un même 
sens, et de l'autre côté, par rapport au même point, toutes celles qui tendent 
à faire tourner dans le sens contraire; la pression du point fixe sera égale à la 
somme totale des forces. Pour avoir le minimum de pression de ces mêmes 
forces, toujours ramenées au parallélisme , on les placera de part et d'autre 
du point fixe en les combinant de manière que, R, S, T, etc. étant les forces 
qui agissent d’un côté de ce point , et R' , Sf } T' , etc. celles qui agissent de 
l’autre côté du même point , on ne puisse pas faire une transposition dans 
lesdeux termes de la différence (/?' + 5' -f V + etc.) — (R + S + T + etc.) 
sans augmenter cette différence. 

a3q. Cette pression maximum , cette pression minimum , et , et» 
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général, des pressions déterminées quelconques du point fixe, peuvent, 
sans changer de valeurs, avoir lieu dans toutes les directions possibles, 
vu qu’on peut ou rendre toutes les forces parallèles à une ligne passant 
par ce point fixe, et ayant d’ailleurs une position arbitraire dans le 
plan des forces, ou faire faire à chacune, avec cette ligne, un angle 
donné à volonté. Ces propositions sont liées au théorème suivant qui se 
déduit immédiatement du contenu aux art. 145 et t 5 t : si on a des forces 
quelconques, dirigées dans un plan, un point, de position déterminée 
arbitrairement, sur la direction de leur résultante , sera , la commune 
intersection de toutes les résultantes qu’on pourra obtenir, en faisant 
varier à volonté les directions des forces, avec les seules conditions 
que la distance de chacune de ces directions , au point dont je viens 
de parler, demeure constante et que le moment de chaque force, par 
rapport au même point , ne change pas de signe. 

a 35 . Ainsi voilà un centre sur lequel les actions combinées des forces 
se reportent continuellement , dans toutes les positions des points d’ap- 
plications, compatibles avec l’invariabilité de la distance de chaque ligne 
de direction à ce point commun, lequel peut prendre une position qui 
lui donne des propriétés remarquables, lorsqu’il appartient à un svstème 
sollicité par des forces qui, dans leurs changements de directions, de- 
meurent constamment parallèles entr’elles et dont chacune conserve le 
signe de son moment. Le centre dont il s’agit est, alors, art. 228, un 
point quelconque de la ligne qui a pour équation 

{jr— Ttang. a) S (P) — I (Pj) 4- S (P x) tang. a=o 

• e- . , Z(P- T ) Z(Py) 

si on tait, dans cette équation x= , on aurajy = — ~ > 

et on déterminera le point de la trace de la résultante, déjà trouvé et 
défini art. 223 et 224 , dont la position est indépendante de l’angle os 
formé par chaque force et par une ligne de position fixe. Ce point 
réunira donc , à la propriété énoncée dans l’article précédent , celle 
d’être aussi placé à la commune intersection de toutes les lignes de 
direction de la résultante ( dont la valeur demeure constante ) dans 
l’hyposhèse où, conservant le parallélisme des forces et les positions des 
points auxquels ces forces sont appliquées, on ferait décrire, à la ligne 
de direction de chacune d’elles, des angles quelconques autour de son 
point d’application.* 
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J’ai dit que ce point se nommait le centre des forces parallèles ; 
nous le retrouverons bientôt encore dans les systèmes de points d’appli- 
cations des forces, à trois dimensions. 

2,36. Le centre des forces parallèles étant supposé fixe, leur équi- 
libre autour de ce centre n’est soumis .comme on la vu , à d'autres condi- 
tion qu’à celle de la conservation de leurs intensités et des positions de 
leurs points d’application ; cependant, le système étant de forme inva- 
riable, on peut lui faire décrire un angle quelconque, autour du centre 
fixe , et, après avoir ainsi changé sa position , l’équilibre subsistera 
toujours si chacun de ses points est encore sollicité par la même force 
et si le parallélisme des forces est maintenu. 

Cette théorie aura , dans toute la suite du cours , des applications 
importantes. 

Cas singulier de la composition des forces qui agissent dans un même plan. 

Définition des couples. 

a, 3 y. Une des conséquences de la théorie que j’ai exposée depuis l’arr. 
t*o jusqu’à l’art. 140, et depuis l’art. ai5 jusqu’à l’art. 226 est, qu’en 
général , des forces qui agissent dans un même plan , peuvent toujours 
ee composer en une force unique. La proposition est vraie, saris excep- 
tion , si on admet , comme valeurs qui résolvent un problème , toutes 
celles que peut donner l'analyse, depuis zéro jusqu’à l'infini , mais il n’en 
faut pas moins, lorsque la nature de la question le permet, substituer, 
à ces valeurs limites, des quantités susceptibles d’entrer dans des ex- 
pressions analytiques calculables. 

Ces considéiatiora me déterminent à compléter, d’après la promesse 
que j’en ai faite, art. 140, la théorie exposée depuis l'art. 120, en parlant 
d’un cas singulier de composition des forces, qui donne une résultante 
nulle , ou infiniment petite , agissant à une distance infinie du point 
auquel on rapporte les moments. 

238. Ce cas a lieu lorsque des forces, en nombre pair, appliquées à 
un système, peuvent être divisées en couples, c’est-à-dire en groupes 
composés chacun de deux forces, ces deux forces, qui constituent 
chaque groupe ou couple , étant parallèles , égales , et agissant en 
sens contraires, dans des lignes de direction placées à une distance finie 
J’une de l’autre. • 

»3p. 
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439. Il est évident que les composantes tle ces forces, parallèles, deux 
à deux, à des lignes quelconques prises dans l’espace, formeront une 
somme nulle; et si on suppose qu’elles agissent, toutes, dans un même 
plan , on aura, en employant la notation de l’art. 141 , A’=o et Y — o, 
équations qui expriment que les forces peuvent se réduire à deux forces 
parallèles, égales, faisant, avec une même droite, des angles dont les 
cosinus ont des signes différents, et satisfont à une partie des conditions 
de l’équilibre d’un système libre; mais cet équilibre exige, de plus, que 
les mêmes forces soient directement opposées , c’est-à-dire aient leurs 
directions sur une même ligne, et il faut, pour que cette condition soit 
remplie , qu’on ait une troisième équation Z(] , p) — o, à réunir aux 
deux précédentes. C’est l’observation, consignée dans les art. 142 c! 143, 
à la suite de l’exposition détaillée de la théorie dont cette observation 
est une conséquence; or, dans le cas singulier dont il s’agit, x' étant 
une des forces qui composent une couple, r' et r" les perpendiculaires 
abaissées, du point auquel on rapporte les moments, sur leurs directions 
respectives, la somme des moments des forces x' sera x' r" — x' r' ou 
x' (r" — Y) , c’est-à-dire le produit d’une des forces par la distance 
entre leurs directions; désignant cette distance par e', le moment de la 
couple sera x' e' , et la somme des moments de toutes les couples, ou de 
toutes les forces du système , aura pour expression 2 i (xe) ; les explica- 
tions que j’ai données, dans plusieurs des articles précédents, sur les 
signes des moments en général , me dispensent d’entrer dans aucun 
détail sur les signes des termes de la forme xe. 

240. Z (xe) ne doit être nulle que dans des cas particuliers, c’est-à- 
dire, qu’en général , elle est une quantité finie ; l’équilibre n’existe donc 
pas , quoique les sommes des composantes, parallèles aux axes , soient 
nulles , et substituant, dans les équations ( A ) de l’art. 139, pour À', 
T , et .£ ( P p ) les valeurs que comporte l’état actuel de la question, 

Z (xe) -, , ... 

on a H — o, r= — — — = » conformement a ce qui a etc annonce 

article 237. 

241. Il est donc impossible d’obtenir la composition effective, en 
line seule résultante, des couples appliquées à un système libre, et par 
conséquent de leur faire équilibre avec une seule force ; mais cette im- 
possibilité qui tient à la condition qu’on s’impose de remplacer, ou 

i3 
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d’équilibrer les forces du système libre avec une force unique, cesse 
aussitôt qu'on ne s’astreint plus h cette condition. En effet soient 
H' et /{" deux forces qu’on veut substituer à celles qui sollicitent le 
système, a' et a" les angles qu’elles font avec l’axe des x , Y et r" les 
distances de leurs directions k l’origine des .r et des y, ces forces , d’après 
la théorie dont le contenu de l’art. 189 est la conséquence, résoudront 
le problème lorsqu’elles satisferont aux équations 
/{'cos .a' + R" cos. a"=X 
/?' sin. a' R" sin. a" = Y 
R' r' + K't" =zI(Pp) 

trois des inconnues R', R ", a ’ , a" , Y } r" demeureront arbitraires, et 
pourront être déterminées de manière k satisfaire k des conditions parti- 
culières. Si donc on pose pour condition que les forces sont dans le cas 
de l’art. a 38 , ce qui donne X=o, Y— o, S (Pp)=Z (xe), on aura, 
égard k cette circonstance en faisant R' =z — R" j «' = a" et les équa- 
tions qui résolvent le problème , deviendront ( R’ — R! ) cos. a — o ; 
(/?'-«') sin. «'=0; R’(Y-r")= 2 :(xt) 

24a. D’après ces résultats on pourra remplacer toutes les couples par 
une couple unique, telle que le produit d’une des forces qui la com- 
posent par la distance entre les directions de ces forces soit égale k la 
somme de tous les produits pareils donnés par les autres couples. Dési- 
gnant par r l’une des forces de la couple résultante, et par e la distance 
entre leurs directions, on a, pour déterminer l’une des quantités jT et 
t , l’autre étant arbitraire, l’équation 

J'(=1{X€) 

243. Si on donne aux forces V , ou k leurs moments , des signes 

contraires k ceux que comportent les équations précédentes, ces forces 
feront équilibre k toutes les forces x ; et en général des couples , en 
nombre quelconque, seront en équilibre, sur un système libre, lorsqu’on 
aura l’équation o, et réciproquement; les autres équations 

„Y = o, Y — o , se trouvant satisfaites , a priori , par les conditions 
mêmes qui établissent les relations entre les forces. 

244. L’èqualion de composition l'c=Z(xe) et l’équation d’équilibre 
Z{xe) — o, fournissent un résultat remarquable; les coordonnées des 
points d’applications des forces et les distances de leurs directions au 
point auquel on rapporte les moments, n’entrant point dans ccs équa- 
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tions, dès que l’une ou l’autre a lieu , pour une combinaison particulière 
des positions des couples, dans le plan qui les renferme , elle a encore 
lieu pour toute autre combinaison arbitraire qu’on peut faire de ces 
positions, dans le même plan, non seulement en transportant les couples 
d’un lieu de ce plan dans un autre, mais, encore, en donnant, aux forces 
parallèles qui les composent, des directions quelconques. Tant que les 
forces d’une couple , la distance entre leurs directions , et le signe du 
produit d’une des forces, par cette distance, ne changeront pas, le terme 
introduit dans une expression analytique, par cette couple, aura toujours 
même valeur et même signe. 

245. Il est presque inutile d’ajouter que celte même faculté de placer 
les couples, et de diriger leurs forces à volonté, subsiste encore dans 
l’hypothèse où ces couples se trouvent combinées avec des forces non 
accouplées ; et enfin on peut , sans que l'effet général des forces et les ex- 
pressions analytiques, qui se rapportent k cet effet, subissent la moindre 
altération, substituer, à une couple quelconque, une autre couple, pourvu 
que les produits respectifs des forces de ces deux couples par les distances 
entre leurs directions, aient même valeur et même signe. 

246. Voici encore une autre propriété dont j’aurai occasion de faire' 
usage. Si plusieurs couples, renfermées dans un plan, sont en équilibre 
sur ce plan, les conditions de cet équilibre seront, art. 243, exprimées 
par l’équation unique S (*e)=eo J mais il est remarquable que cette 
équation de condition est commune au cas où le plan des forces a un 
point fixe, et à celui où il n’en a pas, elle exprime, complètement, les 
conditions de l’équilibre dans l’un et l'autre ras. Un point fixe sur un 
plan qui renferme des couples en équilibre autour de ce point , n’éprouve' 
donc aucune pression, et peut être supprimé sans que l’équilibre cesse 
d’avoir lieu. Cette propriété tient à ce que, par la nature des couples, 
on a toujours la résultante générale B=o, et on a vu , art. 147 et 23o, 
que la pression d’un point fixe , situé dans un plan , et autour duquel 
des forces, situées dans le même plan , se trouvent en équilibre , est,, 
dans tous les cas, égale à /?. 

On peut présenter la démonstration de ce théorème, sous cette 
autre forme bien facile à saisir. Substituons, aux couples en équilibre, 
d’autres couples de même valeur et de même signe , dans chacune des. 
quelles la distance e entre les deux forces de la couple soit la même ,.ct 
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plaçons les de manière que toutes les forces qui les composent soient 
dirigées sur deux droites parallèles , tracées h la distance t l’une de 
l’autre; (ces diverses dispositions pouvant , d’après les deux articles 
précédents, se faire sans que l'effet des couples soit changé) l’équation 
S ( Ht ) = o, qui est devenue {I(a) = o, nous apprend que la somme 
des forces x est nulle sur chacune des deux parallèles, et que par consé- 
quent les couples en équilibre se réduisent ultérieurement à quatre forces 
égales , deux desquelles agissent dans des sens directement opposés aux 
sens d’action des deux autres ; un équilibre de cet espèce , résulte donc 
de la destruction complète des forces, et ne suppose jamais que leuis 
efforts doivent se reporter sur aucun point fixe. 

147. Je finirai ce que j’ai a dire sur les couples agissant dans un même 
plan, en faisant observer que la combinaison de plusieurs couples avec 
d’autres forces, susceptibles d’êtres composées en une seule, peut tou- 
jours donner, ultérieurement , une résultante unique; en effet, on a 
d’après les deux articles précédents , la liberté de mettre toutes les direc- 
tions des forces des couples à angle droit sur la direction de la résultante 
des autres forces ; dans cet état , la résultante dont je viens de parler 
pourra se composer avec une des forces parallèles , la force donnée par 
cette composition, se composera à son tour avec une des autres forces 
parallèles et ainsi de suite, jusqu’à la dernière parallèle, et , il est évident, 
toutes les forces étant supposées avoir des valeurs finies, que chaque 
composition successive aura lieu entre deux forces dont les directions 
se rencontreront. 

Equilibre et composition de» forces parallèles qui agissent dans des plans dif- 
férents; du centre des forces parallèles dans ce cas. 

248. L’analyse des questions relatives à l’équilibre et à (a composition 
des forces, qui agissent dans des plans différents, va être traitée ]>ar la 
même méthode que j’ai déjà employée lorsqu’il s’agissait des forces con- 
courantes en un point commun ou dirigées dans un même plan. Je suppo- 
serai, d’abord, que trois forces agissent sur autant de points d'un système 
libre de forme invariable, et je chercherai les conditions de leur équi- 
libre, sans prononcer autre chose, sur les directions de ces forces, sinon 
qu’elles sont parallèles. 

249. 11 résulte de ce qui a été démontré, art. at 5 et a 16, que trois 
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forces parallèles, en équilibre doivent nécessairement être dirigées dans 
un même plan (celui qui comprend leurs points d’applications), il faut 
donc , puisque cette condition n'est plus comprise dans l’énoncé de la 
question , qu’elle soit exprimée par l’analyse. Rapportant les positions 
des différents points des directions des forces aux axes des x , y et z , 
les trois directions rencontreront, nécessairement, un des plans coor- 
donnés; soit le plan rencontré celui des xy. Je nomme P' , P" , P"' , 
les trois forces ; a! , a" , a'"j b' , b" , b"' , les coordonnées des points 
de rencontre de leurs directions et du plan xy, respectivement paral- 
lèles aux x et aux y ; l’équation qui exprimera que les points, aqxquels 
se rapportent les coordonnées sont en ligne droite, exprimera, en mêmq 
temps, que les directions des forces (dont le parallélisme est présupposé 
par l’énoncé de la question) sont dans un même plan. Cette première 
condition est donc assurée par l’équation 

. ' b"— b' b"'— b' li ,Vj 

a" — ta’ ' ■ 

11 reste k exprimer que les forces sont en équilibre dans leur plan 
commun et , par conséquent , art. aa5 , h poser les équations 

P' + p " +p"' =0 (fi) 

P' p' + P" p" + P'" p'" — o . . (C) 

t >•:> 

p' , p" et p'" étant les perpendiculaires menées sur leurs directions d’un 
point commun pris sur le plan des forces. La position de ce point étant 
arbitraire art. 226 , je la prends, pour simplifier le calcul, sur la direc- 
tion de P', ce choix , de pure commodité, ne nuisant, en rien, 4 la 
généralité des résultats , et la deuxième équation , ci-dessus , devient 

P"p" + P"'p'" = o ...... (C) (•) 



(*) Ajoutons à l’cquation (C*) le produit fP ( P* -1- P ,f -f- P"' ) qui , d’après 
1 équation (J?), C*ï zéro par lui même; celte équation ( (?. ) deviendra, en 
faisant p" + fr' = -r" , p"' + .-p = 3p" ; p' ,r' + P" .T" -p P"' jr»' = o ; 
les longueurs -p , !p' , !p" ayant une origine commune, quelconque, sur 
une perpendiculaire aux directions des forces. On voit aisément et immédia- 
tement, par ce calcul, comment ( C v } reproduit ( C) et a le même degré de 
généralité que cette équation (C). 



♦ 
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J'observe ensuite qu’il résulte (Je l’équation (A), et de la condition 
du parallélisme des forces , que p" est à />'" comme la distance entre les 
points dont les coordonnées sont a' , b' , a" , b" est k la distance entre 
les points dont les coordonnées sont a! , b' , a"' , b'" . Mais, d'après la 
même équation {A), ces deux dernières distances sont enlr’elles dans le 
rapport de à " — a! à a"'—~ a' , et dans le rapport de b " — b' k b '" — b' j on 
aura donc introduit dans l’équation (C / ) les conditions énoncées par (-</), si 
on y substitue, successivement, k p" et p'" } les lignes a" — a' , a'" — a! ; 
b " — b' j b"’— b' qui leur sont proportionnelles, et on obtiendra, ainsi, 
les deux équations suivantes, qui représentent le système de (./) et (6 V ) 
et qui redonnent immédiatement {A), par l’élimination de P" et P"', 

P" {a"— a') + P'"(a'"—a') = o; 

P" (b”— b') + P'"(b'"—b') = a. 



j’ajoute k la première de ces équations le produit a' (P' + P"-t-P'") 
et à la deuxième le produit b' (P’ + P” + P"’), produits qui, d’après 
l’équation (0), sont, l’un et l’autre, zéros par eux-mêmes; et j’ai , fina- 
lement, pour renqdacer (A) et {C) } ou [A) et (C), les deux équations 
suivantes, 

p'<i'+p" a ''+p’” a '"=Q-, 

P'b' + P' , b" + P"'b'"=o. 

! ■ • ’l l ■ .a I '.I • ••• > . ! • . ■ I .•>*•. . • 



a5o. Ainsi , pour énoncer , complètement , que trois forces parallèles 
6ont dans le même plan et qu’elles sont en équilibre , il faut poser les 
équations suivantes, 

, . . • I 1 ! ...... . .il’ . 



P' +P" + P"' = o; 

Pa' + P"a" + P , "a'" = o i 



Pb’ + P" b" + P'" b'" = o. 



aSi. On déduit immédiatement, de ces équations, les formules pour 
la composition de deux forces parallèles P' et P" } appliquées à deux 
jxiints quelconques de l’espace. R étant la résultante do ces forces , (qui, 
art. ai 5, ai6 et ai 8, doit avoir sa direction dans un même plan avec celles 
de P' et P" , et leur être parallèle), a et b les coordonnées des points 
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de rencontre de sa direction et du plan de xy , les quantités R, Ha 
et Rb doivent être telles qu’en changeant leurs signes elles fassent , 
respectivement , avec P'-pP" , P' a! -\-P" a" , P' b' P" b", des 
sommes milles, il faut donc qu’on ait 

R = P' + P" 

R a — P' a'+P"a" 

Rb-P'b'-\-P" b" 

a5a. Si on avait à composer trois forces parallèles P' , P" , P'" } 
dont les directions pourraient être, ou n’êtrc pas dans un même plan, 
les lettres a , b , accentuées différemment , représentant toujours les 
mêmes quantités que dans les deux articles précédents, on commencerait 
par composer P' et P" , d’après les formules que je viens de donner, 
et composant ensuite , avec P'" , la résultante de ces forces que je 
désigne par R , on aurait 

R = P' -f P" +P"' 

R a=P' a' + P" a" + P'" a!" 

R b — P' b'+P" b"+ P b'" 

s53. Cette méthode de compositions binaires successives appliquée à 
un nombre quelconque de forces P', P" etc. , dont les lignes de direc- 
tions sont supposées être dans différents plans , fait voir, d’abord, que 
la résultante générale est parallèle aux composantes, et donne, pour 
calculer la valeur de cette résultante et déterminer le point où sa direc- 
tion rencontre le plan xy , les équations 

R = Z (P) 

Raz=2(Pa) 

Rb=Z(Pf>) 

a et b sous le signe Z , représentant les ordonnées particulières a', a" etc. 
b' , b" e te. 

264 . Dans l’hypothèse de l’équilibre entre les forces P' } P" etc. on 
a les équations 

S ( P )=0 J ZPa) = Oj Z(Pb)=o 
qui énoncent que l’une quelconque P , d’entre ces forces, devient la 
résultante de toutes les autres, si on change, sur sa ligne de direction, 
le sens de son action, et, par conséquent, les signes des termes P a et 
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P b qui appartiennent k cette force ; on qui, en d’autres termes , énon- 
cent que ces forces peuvent se réduire à deux forces égales et directement 
opposées. 

iâô. I-es équations des deux articles précédents ne renferment que 
les valeurs des forces et les coordonnées des points où leurs directions 
rencontrent le plan x y j ces équations sont donc indépendantes des 
angles formés par la direction commune des forces et par les axes coor- 
donnés , et applicables à des valeurs quelconques de ces angles, ou à 
unedirection commune, arbitraire, des forces dans l’espace. On pourra 
en déduire aisément d’autres équations dans lesquelles se trouveront les 
angles formés par les forces et par les axes coordonnés, et les coordon- 
nées des points d'applications des forces pris sur leurs directions hors 
du plan xy. 

p Jg It Soit VAX le plan xy , C le point de ce plan, où il est rencontré 
par la direction de la force P et qui a pour coordonnées A R — a et 
Bc—b ; soient de plus, M et CMP les projections orthogonales res- 
pectives, sur le plan xy , du point d'application de P et de la direction 
de cette force ; nous aurons les deux coordonnées AP—x et PM=y. 
Supposons que le triangle rectangle formé par CM, par la portion de 
la ligne de direction de P comprise entre C et le point d’application 
de cette force, et par la troisième coordonnée ; , dont le pied est en 
M , soit couché sur le plan xy, après avoir tourné , d'un quart de circon- 
férence autour de CM , et que ce triangle soit CMX j on aura MX— i, 
et on fera , en conservant la notation adoptée jusqu'k présent , angle 
CXM=y , angle formé par CN et par la parallèle B C q auxy ,=.6 ; 
angle formé par CX c t par la parallèle CÇ à l’axe des.r, (les angles 
a et 6 se rapportant à la position que prend C X , lorsque le plan d» 
triangle rectangle CXM est perpendiculaire au plan xj). 

Cette construction donne 



CN= 



CO=zCXx cos.a=i-^^-; Cq = CNx cos.<f= 
* cos. y ' 

d’où, en observant que CQ=zx~a et que Cqz=y — b , 



Z COSv CL 

cos. y 



j b=j- 



s. 6 
cos. y 



Z cos. fî 
cos. y 



J’ai 
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J’ai voulu donner une démonstration directe et immédiate de ces for- 
mules, vu l’importance de l'usage que je vais en faire, mais j’aurais pu 
les déduire bien simplement des équations de l'art. 87 , en observant 
que , pour appliquer ces équations au cas dont il s’agit ici , il faut y 
introduire la condition que le plan des x' y' se confond avec le plan des 
x y , ce qui donne c = o. Faisant donc c = O, dans les deux dernières 
équations de l’art, cité, on a, pour a et b , les valeurs trouvées ci-dessus. 

a5 6. Ces valeurs applicables aux a et b accentués différemment , 
étant substituées dans les équations de l'art. *53, on a 

. a^2;cp) 



y et»- y 

cos. 6 



2 (p *) — ~~Kt ^ [Py) 

cos. o 



Z (P) 



x co 8 . y 
? — : L 



S (p z )-.S2LZ.. s(Px) 
cos. a 

zjn 



et en égalant ces deux valeurs de a 

z(Py) 



y~x . 



cos. 6 



cos, fi 
cos. a 

~YÏP) 



2(Px) 



équations qui donnent la valeur de la résultante et sa direction absolue. 
Il faut se rappeller que x , S et y sont des angles communs aux direc- 
tions de toutes forces , que les coordonnées x , y z , sous le signe Sj 
représentent les valeurs particulières des x? , y 1 , z' , j x" , y” , z" etc.' 
des points d’applications des forces P', P" etc. et enfin que l’une quel- 
conque des trois équations de la direction de la résultante est une 
conséquence des deux autres. 

Les mêmes valeurs des quantités a et b de différents accents, 
substituées dans les équations d’équilibre de l’art. ^4 , les changent en 

Z(P)=o 

Z{Pz)- 
v 7 cos. a 



1 



f 4 
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et on peut, & l’une quelconque de ces deux dernières, substituer la sui- 
vante qui en est une conséquence 

z{P.r)- — i(/»x)=o 

* cos. a 

a58. La position absolue, dans l’espace, de la ligne de direction de 
la résultante dépend , en général , des angles communs que font les forces 
avec les trois axes coordonnés des points d’applications, et des intensités 
de ces forces; on peut, en maintenant les points d’applications et les 
intensités, faire varier l’inclinaison générale, tant des composantes que 
de la résultante, mais celle-ci conservera un point commun à toutes les 
directions qu’elle pourra prendre ; ce point est le centre des forces 
parallèles que j’ai déjà déterminé art. 224 et a35 pour les forces paral- 
lèles qui agissent dans le même plan. 

Comme j’en suis à la détermination de ce centre dans le cas le plus 
général de l’action des forces parallèles, il est bon de ne pas présupposer 
jon existence, et de résoudre le problème de manière que l’analyse seule 
fournisse , en même temps, et la preuve de cette existence et les valeurs 
des coordonnées du point cherché, pour cela, j’introduis, dans les 
équations de l’art. 2.56 , la condition que la position du point, qui a 
x ,y et i pour coordonnées, est indépendante de a , S et y ; d’après 
cette condition, je dois égaler, séparément, à zéro, dans chacune de 
ces équations , les sommes des termes multipliés ]»r des fonctions de 
ces angles, je déduis, en conséquence, des deux premières les équations 
de condition , 



cos. y ■ cos. y Z (P.r) cos. y cos .y Z {Pt) 

cos. S cos. 6' Z {P) 1 cos. a cos. a Z {P) 0j 

dont les angles a. , 6 et y s'éliminent d’eux mêmes ; et j’obtiens les va- 

leurs, dégagées de ces angles , 3 3 “' 

équation fournirait la même valeur de x qui, substituée dans la 2 mr , 

donne z = — yJ f X - . ainsi voila la preuve de l’existence et la position 

Z (P) 

d’un point dont l’immobilité, dans le système, reste assujettie aux seules 
conditions du parallélisme des forces et de l’invariabilité de Z (Px) , 
Z (Pj')j Z {Pz), Z {P) ; ce point est la commune intersection de 
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toutes les lignes suivant lesquelles la résultante peut être dirigée, lorsque 
les composantes et leurs points d’application ne changent pas. 

aôç. Le système de points matériels auquel les forces sont appliquées, 
peut, cependant, prendre, lui même, différentes positions dans l’espace; 
mais si les mêmes points, sont constamment, sollicités par les mêmes 
forces, (la condition du parallélisme subsistant toujours) le centre des 
forces parallèles , conservera sa position dans le système auquel or» 
peut supposer que les axes des coordonnés sont liés, ces axes ne devant, 
dans les questions dont je m’occupe ici, se rapporter à aucun point pris 
hors du système. 

260. Une conséquence évidente de ce qui précède est que , dans l’hy- 
pothèse de l’immobilité absolue du centre des forces parallèles , et de 
l’invariabilité des intensités des forces appliquées aux différents points 
du système, l’équilibre autour du point fixe sera maintenu, quelque 
soient la direction générale qu'on donne aux forces, et la position que 
prend le système autour de ce point , qui sera, dans tous les cas rencontré 
par la ligne de direction de la résultante. 

Quelques notions sur 1 * figure et la grandeur de la terre , sur la pesanteur et te» 
variations , pour servir de préparation à la théorie des centre t de gravité. 

261. On a vu , art. 16 et suivants , comment la mesure d’une force 
quelconque se ramenait à la pondération } c’est-à-dire à l’évaluation 
du rapport qui existe entre cette force et la pression qu’un corps pesant 
est capable d’exercer. La pesanteur est ainsi le terme de comparaison 
de toutes les autres forces ; les élèves savent que cette puissance de la 
nature, qui tend continuellement à ramener, vers la surface de la terre , 
les corps élevés au-dessus de cette surface, est la même puissance erï 
vertu de laquelle les corps célestes agissent les uns sur les autres, actions 
et réactions réciproques , qui ont généralement lieu entre deux ou plu- 
sieurs corps situés arbitrairement dans l’espace. 

Je parlerai, dans la seconde partie du cours, des lois auxquelles fac- 
tion de la pesanteur est soumise, des phénomènes de mouvement qui 
en résultent, et je me bornerai , dans ce moment, à rapporter quelques 
résultats d’observations et de calcul nécessaires pour l'intelligence et 
l'application de la théorie des centres de gravité. 
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a 62. La direction de la pesanteur à un point donné de la surface de 
la terre, ofi on peut supposer qu'il existe une Bappe d’eau stagnante, ou 
une mer, est toujours perpendiculaire au plan tangent k cette nappe 
d'eau, mené par le point donné; ce plan est celui de 1 ’horison , la ligne 
de direction de la pesanteur est la verticale , le tout rapporté au même, 
point; et la surface des eaux de la mer est celle d’un sphéroïde ellip- 
tique de révolution , engendré par le mouvement d’un demi-méridien 
auteur du petit axe de ce méridien qui passe par les pôles, le grand axe 
étant le diamètre de l’équateur. 

a 63 . Voici des formules qui donnent, avec toute l'exactitude néces- 
saire , les rapports entre les valeurs angulaires et les longueurs métriques 
des plus courtes distances , mesurées sur la surface du sphéroïde ter- 
restre, entre deux points de cette surface, lorsque les distances n'exee- 
deot pas 200000 mètres. 

Si on fait passer un plan par une verticale ayant son pied k la surface 
de la mer, et qu’on prenne, sur la section de cette surface par le plan, 
un arc dont la valeur angulaire soit d’un grade (7^; du quart de cercle) 
divisé en deux parties égales par le point de rencontre de la verticale 
et de la surface de la mer, la longueur de cet arc en mètres, sera 
{A) . . . iooooo melrM -4- j 1 — 2 cos. 2^ + (t-f-c. 2^)c.2^j iSo™' 1 "* 
<p étant la latitude du milieu de l’arc et. % le complément de l’angle 
formé par le plan coupant et par le méridien, et on aura, pour calcu- 
ler la longueur du rayon de cet arc, l’expression 

(B) . . . . a ji cos - % l r~ (' 4 - co *- a <P)cos. 2 j (*) 

a étant le rayon de l’équateur dont le logarithme vulgaire = 6, 8 o 453 o 5 o 8 
et a J' excentricité , ou le rapport entre l’excès du demi grand axe sur le- 
demi petit axe du méridien élliptique, et le demi grand axe, rapport 
qui est celui de 1 : 334 - 

264. Lorsque le plan coupant, qui renferme une normale ô la surface, 
du sphéroïde terrestre, se confond avec le plan du méridien, les nor- 
males k la section sont, en même temps, normales à la surface du splié- 

( *} Le» formules (A ) et (B) sont tirées d’un mémoire sur quelques problèmes 
de trigonométrie sphércidique , que j’ai publié dans le volume de la connais- 
sante des temps de 1808. 
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roïde, ce qui n’a pas lieu pour les sections obliques; mais les normales 
de ces dernières sections qui ne sont qu’à un demi -grade, ou un grade 
de distance angulaire de la normale à la surface, par laquelle passe le 
plan coupant, peuvent être , elles mêmes, regardées, sans erreurs sensi- 
bles , comme des normales à la surface ; on voit donc que deux point» 
dont la plus courte distance, mesurée sur le sphéroïde terrestre, ne ré- 
pond qu'à une valeur angulaire d’un grade, sont éloignés, l’un de l’autre 
de tooooo mètres, plus ou moins une petite quantité, qui dépend de 
la latitude et de l’angle que fait celte plus courte distance avec le méri- 
dien passant par son point milieu ; il suit de là que les directions de In 
pesanteur, dans un espace de tpo ou ioo mètres d'étendue, approchent 
tellement du parallélisme, que dans les cas d’applications, ordinaires, 
de la statique, on n’a aucun besoin d'avoir égard à leurs inclinaisons 
mutuelles. Les plus grand corps dont il soit indispensable, dans la pra- 
tique des constructions, de connoître très-exactement le centre de gra- 
vité, sont les vaisseaux ; or un vaisseau , de 1 18 canons, n’a que 63 mètres 
de longueur totale ; l’angle formé par la verticale du point milieu de cette 
longueur, et par chacune des verticales extrêmes, est, à très -peu -près, 
de o« r * ll *,ooo3, environ i" d’ancienne mesure angulaire, elle produit 
d’une force , par le cosinus d’un pareil angle , donne une composante 
qui ne différé de la force décomposée que de 0,00000000001 de cette 
force; ce serait environ un déci-grammesur 10 millions de kilogrammes 
qui se réduit à un demi-déci-gramme pour le poid d’un vaisseaude 1 1$ 
canons , qui est d’environ cinq millions de kilogrammes , lorsque son 
armement et son chargement sont complets . 

26S. On peut ainsi considérer les forces dues à la pesanteur imprimée 
aux points matériels d’un corps grave, comme des forces parallèles; il 
reste à parler des intensités de ces forces, dans les corps ou molécules 
de corps de masses ou de densités diverses, et dans les differents lieux. 

On a reconnu, relativement aux masses et aux densités, que, géné- 
ralement , les forces dues à la pesanteur étaient proportionnelles aux 
masses des corps qu’elles animaient , d’où il suit que, dans les corps 
homogènes, elles sont, sous un volume constant, proportionnelles aux 
densités. 

On sait, de plus, que si la terre était homogène, sphérique, sans 
mouvement de rotation diurne, et que les parties de sa masse nc-fusscnt 
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soumises qu’à leurs actions réciproques , la pesanteur serait constante 
à tous les points d’une enveloppe sphérique, concentrique à la surface 
de la terre, et ne varierait que dans le sens vertical. L’observation et le 
calcul ont prouvé, que les phénomènes n’étaient pas conformes au pre- 
mier de ces deux résultats et que la pesanteur variait, non-seulement d’un 
point à l’autre d’une verticale , mais encore d’un point à l’autre d'un 
même méridien; les formules suivantes comprennent les deux variations, 
et donnent l’intensité de la pesanteur à un point quelconque de l’espace , 
pris à une distance au-dessus du niveau de la mer, qui peut aller jusqu’à 
8 ou io mille mètres. 

Je prends l’intensité delà pesenteur, sous l’équateur, pour unité on 
terme de comparaison , je désigne par p la latitude du lieu ou le corps 
pesant se trouve placé, par z son élévation au-dessus du niveau de la 
mer, et par r le rayon moyen de la terre ; ce rayon dont la longueur 
est de 6366 198 ( log.=6,8o388oia) est le rayon de courbure du mé- 
ridien, àla latitude moyenne, ou à 5o grades de l’équateur et du pôlejle 
grade décrit de ce rayon a , de longueur, 100000 mètres ou la 100* 
partie d’un quart du méridien , ainsi la circonférence décrite de ce 
rayon est égale à la longueur d’un méridien. 

Ces valeurs posées, le rapport entre la pesanteur, à un point de l’es- 
pace qui n’est pas à plus de 10000 mètres au-dessus du niveau de la mer 
et la pesanteur, au niveau de la mer, sous l'équateur, se calcule par la 
formule • 

2 2 

(1 — ) (1 -H o,oo5557 sin. 2 p) 

a 66. On a sin. 2 £=7 (1 — cos. a <p) valeur qui, substituée dans la pré- 
cédente, la change en 

2 j 

(t — ) (1,003779 — 0,002779 COS. 2 P) 

la pesanteur, sous l’équateur, étant toujours prise pour unité. 

267. En prenant , pour unité , la pesanteur sous le parallèle moyen ,. 
celui dont la latitude est d'un demi angle droit, ou de 5o grades, la for- 
mule devient 

2 z 

(.1 ) (1 — 0,00277 1 cos ’ 1 $ ) 
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■ 368. On voit, par les formules précédentes, qui seront utiles dans la 
suite du cours, et sur lesquelles j’entrerai dans quelques détails lorsque 
j’aurai à en faire des applications, que la pesanteur augmente de l’équa- 
teur au pôle et que ses accroissements sont proportionnels aux quarrés 



des sinus de latitude; sa valeur sous l’équateur étant 10000 

\ à la latitude moyenne 10038 

ses valeurs sont l 

! et au pôle 10 000 



ainsi le même corps pesant qui, sous l’équateur, ferait équilibre à une 
force indépendante de la pesanteur, qui mettrait, par exemple, un res- 
sort dans un certain état décompression, transporté à la latitude moyenne, 
et au pôle, deviendrait capable de contre- balancer cette force augmen- 
tée, respectivement, de un et de deux 36 o" de sa valeur primitive. 

D’une autre part si on veut avoir la diminution de pesanteur depuis 
le niveau de la mer jusqu’à une hauteur égale à celle du chimborazo , et 
qui est de 6644 mètres, d’après les mesures de M r . de Humbold , on 

trouve en calculant le terme que la diminution cherchée est de 

r 

0,003 ou un 5 oo*. 

369. Ces résultats d'observation et de calcul prouvent que, si on veut 
■considérer l’unité de poids, dont j’ai parlé art. 18, comme le terme gé- 
néral de comparaison des forces de toute espèce, on doit, à la rigueur, 
]a rapporter , constamment , à une certaine latitude et à une certaine 
hauteur au-dessus du niveau de la mer; mais cette rigueur n’est pas 
necessaire, dans les applications usuelles, vu la petitesse des anomalies 
qui résultent des variations de la pesanteur ; elle est même inutile lors- 
que les poids ne sont employés qu'à comparer des masses , car, par 
exemple, une masse de platine, d’un kilogramme , étalonnée à Paris, 
fera équilibre, dans tous les lieux , à la même masse de mercure, à la 
même masse de cuivre etc. les changements d’intensité de la pesanteur 
afTectant également ces différents corps, lorsqu’on les transporte tous 
ensemble d’un lieu dans l'autre. 

270. Nous pouvons donc, dans les opérations qui reviennent le pli» 
fréquemment, en considérant les forces dues à la pesanteur comme 
parallèles sur un espace très -petit par rapport à la grandeur de la terre, 
.négliger Jours variations en latitude et en hauteur; j’ajouterai que les 
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circonstances, oit on est obligé , dans les calcules géodésiquesi, d’avoir 
égard à la figure elliptique de la terre , sont rares , et que , le plus 
souvent, on peut faire ces calculs, en regardant la terre comme une 
sphère de 6866198 mètres de rayon. 

Malgré ces simplifications , j’ai Cru devoir présenter au* élèves des 
données exactes sur la figure de la terre et les variations de la pesan- 
teur; il est toujours important d’avoir, sur des objets de cette nature, 
des notions plus complettcs que celles dont on aurait, strictement, 
besoin pour les applications usuelles, et si la pratique peut, dans quel- 
ques occasions, supprimer une partie des éléments de la théorie, il n’en 
faut pas moins savoir pourquoi ces suppressions sont permises, et être 
en état d’assigner les limites des erreurs qu’elles font commettre. 

Définition du centn de gravité d’un corps, du centre de masse ou d'inertie , du 

centre de figure. Formules générales pour la détermination de ces centres. 

371. Un corps soumis à l’action de la pesanteur, et qui n’est sollicité 
par aucune autre force, se trouve dans l’état des systèmes dont il a cté 
parlé art. a 53 et suivants, en observant que, dans le cas dont il s’agit 
ici, le nombre des points matériels, sur Irsqucls les forces parallèles 
agissent, est infini, et que de plus, ces points forment une ou plusieurs 
niasses continues. 

Le centre des Jones parallèles prend , lorsque ces forces sont celles 
de la pesanteur, le nom de centre de gravité ; les mêmes formules 
servent à la détermination de l’un et l’autre centre; mais le système pe- 
sant étant, ou un corps continu } ou un assemblage de corps continus , 
le signe i indique, dans ce cas, ou une intégrale définie, prise dans 
l’étendue d’un coq» , ou la somme de plusieurs intégrales définies, 
prises dans les étendues respectives de plusieurs corps formant le sys- 
tème dont on veut avoir le centre de gravité; chaque élément de masse, 
quand on calcule pour trois dimensions, répond h quatre quantités 
élémentaires ou différentielles , qui représentent les quantités P , Px } 
Pj- , Pz des formules de l'art. a 58 . 

272. D’après l’identité du centre drs forces parallèles et du centre de 
gravité, si on rend fixe le centre de gravité d’un corps, ou système de corps, 
de forme invariable , les actions de la pesanteur seront art. 260 cons- 
tamment 
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tammcnt en équilibre, autour du centre fixe, quelque position qu’on 
donne d'ailleurs, au corps ou au système de corps. Cette propriété a été 
souvent employée pour définir le centre de gravité. 

173. Les coordonnées t , y , z qui art. 258 donnent la position du 
centre des forces parallèles, et que je désignerai , respectivement, par 
a, b , Cj deviendront, d’après les art. précédents, les coordonnées du 
centre de gravité, si , en adoptant, d’ailleurs, la notation de l’art, cité, 
on désigne par P ' , P" etc. Us forces dont les molécules du corps sont 
animées en vertu de la pesanteur; mais ces forces, art. 265, sont pro- 
portionnelles aux masses des molécules, on peut donc, dans les valeurs 
ticajbj c, substituer les masses aux forces; désignant par m la masse 
d’une des molécules, et par M , la somme de toutes les masses du corps , 
ou du système de corps, les formules de l’art. a 58 deviennent 

S{mx) . A _ 2 {my) 2 {mz) 

a r , b , c -~ M - . 

274. Les forces qui sollicitent le système n’entrent plus dans ces équa- 
tions ; la position du point, qui a a, A et c pour coordonnées , devient 
entièrement indépendante de toute force qu’on pourrait supposer ap- 
pliqué* au système, et se détermine uniquement, par les rapports de 
positions et de masses entre les molécules qui le composent ; ce point 
est donc alors , plutôt un centre de masses qu’un centre de forces j 
aussi Euler, en traitant des phénomènes du mouvement, dans l’analyse 
desquels il faut continuellement faire entrer les masses en considération, 
l’a-t-il appelé centre d 'inertie , pareeque l 'inertie des corps est propor- 
tionnelle k leur masse. Les motifs de ces dénominations seront mieux 
sentis par les élèves, quand ils auront suivi la seconde jiartic du cours. 

275. Les forces dues à la pesanteur , qui sont proportionnelles aux 
masses des molécules, dans les corps hétérogènes, deviennent propor- 
tionnelles à leurs volumes dans les corps homogènes. On peut donc, quand 
il s’agit de ces derniers corps , substituer, dans les équations des art. 258 
et 273, les volumes, soit aux forces, soit aux masses; désignant par a> 
un des solides ou volumes élémentaires de l’espace total qu’occupe un 
corps homogène, et par 12 cet espace total, les formules des art. cités 
deviennent 



2 (ra.r) 

~~Ti 



2 (my) 

Si 



2 (az) 

UT 
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276. Le point dont les coordonnées se calculent par ces dernières équa- 
tions, a le nom particulier de centre de figure } c’est un point pure- 
ment géométrique , sa position, entièrement indépendante de toute con- 
sidération de forces et de masses , se déterminant uniquement par la fi- 
gure et l’étendue du coq». 

Proposition* général» , <ur 1» centre* (le gravité , déduit» de la théorie 

précédente. 

377. La position du centre de gravité et celles des molécules d’un 
corps ou d’un système de corps , sont rapportées aux trois axes des x , 
y et z j les lettres a , h , c désignent les coordonnées de ce centre, res- 
pectivement parallèles aux x,y, 1 ; m représente un élément de masse, 
M la masse totale du système, et on a, art. 273, les équations 

S(mx) . , _ Z (my) . 2' (ms) 

— m — j b jj , f Xf ~ • 

dans lesquelles les lettres m , x ,y et s , sous le signe Z , désignent les 
molécules m' , m"etc. en nombre fini ou infini, et leurs coordonnées res- 
pectives x' , x" , etc .y', y" j etc. i' j s" etc. Plaçons l’origine des x , y 
et z, au centre de gravité, nous aurons a— o, b~o , c = o, d'où 
2 (/wx) = o j Z(my) — o j 2 (ots)=o j 

27 8. Ces équations ayant lieu par rapport h trois plans coordonnés, 
qui ont une intersection commune au centre de gravité, une équation 
de même forme à lieu par rapport à un plan, de position quelconque, 
qui passerait par le même centre. Pour le démontrer, par des considé- 
rations purement géométriques, je dé-signe par £ la longueur de la per- 
pendiculaire abbaissée de la molécule m sur ce dernier plan , et j’ai , par 
les théorèmes connus de la géométrie analytique, 

%=Ax-\-By-\-Cz 

A , B et C étant de9 quantités constantes dans l’étendue du corps ou du 
système de corps; donc 

= (my)y C Z (mz) 

et comme on a, par hypothèse, Z(m. r) = o, Z(my)*=.o r Z(mz)=;<y, 
on a aussi, par conséquent, Z(m^)=o. C.Q.F.D. 

279. L’inverse du théorème précédent est vraie ; si on a par rapport 
au jdan xy , qui représente un plan quelconque, Z(mz) = o, ce plan 
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contiendra nécessairement le centre de gravité. En effet, pour calculer 
la distance de ce centre à un plan parallèle au plan xy et placé à une 
distance k de ce plan , on aurait , en désignant la distance cherchée par c r 
2 ' | /s(:+/i) j 2 (mz)-\-kM _ , 2 (mz) 

c _ ~ . M - f *+ 57 

d’où on tire c=k , puisque 2 (mz)-= o, par l’état de la question. 

a8a. Les équations a.M= 2 (mx) , 6 M— 2 (my), cM= 2 (mz) , 
qui ont lieu pour des coordonnées rectangulaires, auraient également 
lieu si les axes de ces coordonnées faisaient entr’eux des angles quel- 
conques, car si on mène, du centre de gravité, et de chaque molécule 
m , des lignes parallèles qui se terminent au plan yz , par exemple , ces- 
lignes auront entr’elles les mêmes rapports que les lignes a, . r ' , x" , etc; 
on pourra donc substituer les premières aux dernières, dans l’équation 
a M = 2 ( irt.v ) , ou rendre a , et les x , parallèles à un axe qui ne serait' 
pas perpendiculaire au plan y z j le même raisonnement s'applique aux 
équations b Mz^ 2 (my) ,cM —2 (mz) ; et comme cette propriété est 
indépendante de toutes valeurs absolues de a , b , c } elle a lieu pour les 
équations 2 (mx)=zo ,2 (my) = o, Z(mz)—o. 

281. Lorsqu’un plan partage un corjis, ou un système de corps, en 
deux parties dont les masses sont égales, et que chaque élément de masse 
de l’une des parties, a , dans l’autre, un élément de masse qui lui est égal 
et qui est placé de manière que le plan coupant passe par le milieu de 
la ligne qui joint les deux éléments, ce même plan renlèrme le centre 
de gravité du corps ou du système de corps. 

Les deux parties du corps ou du système de corps, séparées par le 
plan , peuvent , considérées quant à la figure et a l’étendue , n’étre ni 
égales ni semblables. 

Ce théorème est une conséquence évidente de celui de l’art. 279. 

282. S’il existe dans un système de corps homogènes, c’est-à-dire dont 
toutes les molécules soient de même densité, un point, ou un axe, tels 
que tout plan , passant par ce point, ou par cet axe, partage le sys- 
tème en deux parties égales, semblables et placées svmélriquement par 
rapport au plan coupant, le centre de gravité du système sera, ou au point 
unique, ou sur l'axe, commun, à tous les plans coupants , puisque , d'après 
l’article précédent, chacun de ces plans renferme le centre de gravité. 

283. Lorsqu’on commit les positions particulières des centres de gra- 
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vité de différents corps, qui composent un système , on peut , dans la 
détermination du centre de gravité du système, considérer chacun de 
ces corps comme un point matériel occupant la place du centre de gravité 
de ce même corps, et ayant une masse égale à la sienne, ce qui a lieu, 
encore, pour un système de corps ou de points matériels, séparés les uns 
des autres. 

En effet, Al' , Al" , etc. étant les corps, ou systèmes de points matériels, 
et fi l’élément de l’un d’eux , de Al' , par exemple, dont f , »? e t £" sont les 
coordonées parallèles aux .r,yf t s; ce système fournira au numérateur 
de la valeur de a, art. 273 et 277, le terme Z(fi^), et au dénominateur 
de la même valeur, le terme Af ; mais a' étant la distance du centre de 
gravité de Al' au plan^y a,on a a' Al' =2 (fil;) J donc la valeur de a sera 



aAl+a'M" 4 . etc. ... . ,, , , 

= -H — — = la distance, au plan yz, d un système de 

Al' -p Al" -4- etc. Y J > 3 

points matériels dont les masses seraient Al’ , Al" , etc. , et dont les dis- 
tances respectives, à ce planta, seraient a' , a" etc. 

284. Il suit, de là, que si les différents corps d’un système, ou les élé- 
ments d’un corps ont leurs centres de gravité particuliers sur une ligne 
droite , ou sur un plan , le centre de gravité du système ou du corps 
sera sur cette ligne ou sur ce plan. 

280. E étant la distance entre les centres de gravité de deux corps 
Al' et Al" et x la distance du centre de gravité de Al' au centre de gra- 
vité commun des deux corps, qui, d’après ce qui vient d’étre dit, doit 
se trouver sur la droite joignant les deux centres particuliers ; on a 
art. 277 et 283 

Al' x=M" (a -x). 
a Al" 



d’où 
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chacune des masses Al' et Al" est proportionnelle à la distance du centre 
commun de gravité à l’autre masse; c’est ce que donne immédiatement 
le théorème fondamental de la composition des forces parallèles. 

286. La position du centre de gravité d’un système de corps, dont la 
masse totale — Al j étant donnée , si on retranche de ce système une 
masse Al' t et qu’on lui ajoute une masse Al" , les positions des centres 
de gravité particuliers de ces deux masses étant aussi connues, la distance 
au planta du centre de gravité du système, ainsi changé, sera art. 277 
et 283. 
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a' et a" sont les distances respectives des centres de gravité de M' et M" 
au plan xy. Les valeurs de b et de c sont de même forme que celle de a. 

Lorsque M" =zM' , la distance primitive, ou la valeur qu’avait l’ab- 
cisse a , avant que le corps M eût éprouvé aucun changement , subit, 

par ce changement, une variations: jj . 

J’aurai occasion d’employer ce théorème quand je parlerai de l’équi- 
libre des corps flottants. 

iSy. Les équations d’équilibre des forces concourantes en un seul 
point, données art. 7a et 7% peuvent être mises sous la forme suivante 
o; 2 (,«jy) = o j Z(/tz)=i o 

en prenant le point commun sur lequel toutes les forces sont dirigées 
pour l’origine des x, y, z, substituant, à chaque force, une ligne, 
proportionnelle & cette force, prise sur sa direction , et considérant cette 
ligne comme le rayon vecteur du centre de gravité d’une masse «, qui 
est la même pour touts les rayons vecteurs, ou à toutes les extrémité» 
des lignes représentant les forces et prises sur leurs directions. En clfet, 
P cos. a, P cos. 6 , P cos. y, qui sont les projections orthogonales de la 
ligne représentant une des forces P , deviennent les coordonnées x , y 
et s de l’extrémité de cette ligne ou du centre de gravité de la masse [t j 
on a donc , par les équations d’équilibre , 

S(x)=.oj 2 {y )=o j r(*)=ro 
et multipliant tous les termes, qui entrent dans ces sommes, par la masse 
constante jU,on retrouve les trois équations posées ci-dessus, desquelles 
résultent ce théorème curieux, dûàLeibnitz: «si plusieurs forces, con- 
« courantes en un point, et en équilibre, sont représentées par des 
« lignes prises sur leurs directions, et, qu’aux extrémités de ces ligne», 
« soient placés les centres de gravités de masses égales entr’elles, le point 
« de concours des forces en équilibre sera le centre de gravité commun 
« du système de ces masses. » 

Ce cas d’équilibre offre encore une autre propriété; la somme des 
carrés des distances du point de concours des forces en équilibre, aux 
extrémités des lignes qui représentent ces forces ( égale à la somme des 
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carrés de ces lignes elles mêmes) est un minimum. Cette propriété va 

être démontrée dans l’article suivant. 

2$8. Les positions des molécules d’un corps homogène M étant rap- 
portées à des coordonnées y, z dont l’origine est h un point quel- 
conque de l'espace, cherchons la position particulière d’un point tel que 
la somme des carrés de ses distances à toutes les molécules soit un 



minimum. 



a j b } et c é-tant les coordonnées du point cherché, respectivement 
parallèles aux x ,y et s } la somme des carrés des rayons vecteurs sera 
Z j (x — a)* + (y — Z') a + (i— c) 1 minimum 

diflerentiant , sous le signe, égalant séparément à zéro les différentielles 
des variables indépendantes, et multipliant fhacun des termes des som- 
mes nulles, par la différentielle de masse m } supposée constante dans 
l'étendue entière du corps, on parvient aux équations 

Z («JT,) . , _ Z (my) . Z (mz) 

« M s b - W~ J C -~ M ' 

le point cherché est le centre de gravité de la masse M ; et, d’après 
l’article précédent , si on applique , à tous les points qu'occupent le» 
molécules m , des forces, dirigées sur le centre de gravité, (c’est-à-dire 
qui tendent à pousser leurs points d’applications vers ce centre) et qui 
soient proportionnelles aux distances entre ces points et ce même centre, 
ces forces seront en équilibre. 

289. La méthode qu’on employé le plus fréquemment, pour avoir une 
valeur moyenne entre plusieurs valeurs différentes cntr’elles et qui 
pèchent, les unes par excès et les autres par défaut, consiste à chercher 
le quotient de la somme des quantités anomales divisée par le nombre de 
ces quantités. Celte opération se réduit , au fond , à déterminer la distance 
d’un centre de gravité; soient z' } z" , les n nombres entre lesquels 

..... -U-sC") 

<jn cherche un nombre moyen; ce nombre = : ; 

considérons les ; comme les distances, au plan xy , des centres de gra- 
vités de n masses égales chacune à [t, le nombre cherché aura encore. 



pour valeur , 



> + «> + f- 

n fi 






j expression qui donne la dis- 



tancç, au plan xy , du centre de gravité du système des masses u } les 
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coordonnées des centres de gravités de ces masses, parallèles au plan 
i y , demeurant arbitraires. 

S90. Les équations a M zz2 {m x), b M=^ 2 {mj'), c M=2 {rn z) 
donnent 



+ + [2 (/«) y 

c’est le carré de la distance du centre de gravité à l’origine des coor- 
données. J'observe maintenant qu’on a 

[2 {mx) 2 {mm' xx') . . . . (4) 

l'expression 2 {mm' xx') désignant la somme des produits de toute» 
les combinaisons, deux-à-deux , des facteurs m'x? , m"x''j etc., dan» 
lesquelles ces facteurs ne sont pas de même accent. 

. On a, de plus, 

3 2 {mm' xx 1 )— 2 {mm' x *) — 2 [mm'{x— .x') 1 J . . . (3) 
l’expression 2 {mm' x 1 ) désignant la somme des produits donnés par 
les combinaisons faites, dcux-;'i-deux , des facteurs m' , m" , etc. avec les 
facteurs m' x'* , m" x" 1 , etc. en excluant les couples de facteurs de 
mêmes accents; et l'expression 2 [ mm ' (x — x ' ) 3 ] désignant la somme 
des produits qu’on obtient, en prenant , d’une part , tous le» produits 
deux-à-deux des molécules m , les carrés m 1 exceptés, d’une autre part, 
toutes les secondes puissances des différences x — x ' , et multipliant 
chaque produit mm' par le carré (x*-.x') a de la différence qui a les 
mêmes accents. 

enfin .... 2 {m 1 x*)=2 {mx 1 ) 2 {m) — 2{mm' x 1 ) .... (4) 
introduisant ces valeurs dans l’équation (4), on a, 

[ 2 {mx)Y=z2 {m x a ) 2 {m)—2 [m m' {x—x') 1 ] (5) 

et on trouverait pareillement 

[ 2 (mj) Y=2{mjr») 2 {m)—2[mm'(y—y)*] 

[ 2 ( m z ) ]* =. 2 ( m z 1 ) 2 ( m ) ~ 2 [ m m' { s - ; ' ' ) » ] , 
au moyen de quoi le carré n 1 -f- é J -f c 3 de la! distance du centre de 
gravité du système à l’origine des coordonnées s<? calcule par l’équation 
-, 2’!m(' *-hr*-f- 3 *) ! 3 ')’]| 

+ ^ 2{m) ~ [-£('")]■ 

on a ainsi le carré de kr distance du centre de gravité, à un point de 
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l’espace , en fonction des carrés des distances de chaque molécule au 
même point, et des carrés des distances des molécules entr’elles ; et 
trois équations pareilles, rapportées à trois points de l’espace qui ne sont 
pas en ligne droite , donnent la position absolue du centre de gravité 
d’un corps homogène de forme donnée , sans qu’on soit obligé de rap- 
porter les positions de ses molécules à des plans coordonnés. (*) 

Formules pour la détermination de» centres de gravité des lignes, do» surfaces 

cl des solides. 

291. Si on considère chacun des éléments ds d’un arc de courbe à 
double courbure, d’une longueur déterminée, comme ligne matérielle, 
infiniment petite, et qu’on suppose la masse de cet élément proportion- 
nelle à sa longueur, on aura les formules, pour la détermination du 
centre de gravité, ou de figure , de cet arc de courbe en substituant. 



(*) Voîci quelques développements sur l’analyse qui donne l'équation (5) ou 
la valeur ultérieure de [2.(mx)]*. 

On a d’abord 

S ( nr' ) -4-etc.) ( m / 4-m // 4-ete.)= 

-f-etc. 4 -m'm"x"' -j- m'm'" xf" * -f-etc. 

4~ m ,> m" l x in * 4 - etc. 

etc. 

ainsi 2 ( mx 'J à* C m J — S C m ‘ x 'J ~b 2 ; c'est l’équation ( 4 ). 

Ou a ensuite . 

( + 1 »' nt" a/’ -f-etc. 

\ -f- m"ro'x"* 4- + etc. 

[mro' [x— xl* 1= l e,c- 

1 — a <'ro'ro"x'x" 4 - + etc J 

I — I ( m /l rn r " æ" x J " 4- etc. 9 
^ etc. 

eu, ^[rom’ (x— x')’ ] = £ ( mro'x* ) — a S (rom’xx') ; c’est l’équation (3). 
Enfin 

C ro’x’ém'x , 4-i*i' , x ,, 4- ctc.J — ift"x” 

a 2 Ymm'xx',J=J 4 - m"x" (m'x 1 4 - m"x" 4 - etc.;— ro" >x"« 

l 4-m"V"rro'x / 4-ro'V , 4- etc .9 — m'"**"'* 
etc. «te. 

ou a ^fmm'.rx 7 )~[SC”‘ X JV — i c’est l’équation (a). L’équation (S) 
fésulte de la combinaison des équations (a), (3)ct(4). 

dans 
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dans les équations de l’art. 278, ds ou V^dx' + ,/y 1 + Jz ' , à m,ett 
ou /V dx’ +dy' +dx ’ , k Mj on employera, au lieu du signe S , le signe 
/"qui indiquera une intégrale définie; ces équations deviendront, alors, 
a, b et c étant, comme à l’art, cité, les coordonnées du centre de gravité 
cherché respectivement parallèles aux x , y et z 
f x dx*ydy* 4 - dz 1 

j- 

f. _ f J dx' + dy'+dz* 

s 

fz V r dx 1 +dy*y.dz* 

3 

la détermination du centre de gravité de l’arc de courbe a double cour- 
bure exige , ainsi , le calcul de quatre intégrales définies , dont les limites 
correspondent aux points extrêmes de cet arc. Ces intégrales peuvent 
toujours être ramenées aux quadratures , puisque les deux équations 
de la courbe , donnent y } dy , t , dz en fonctions de x et dx } au 
moyen de quoi les numérateurs des valeurs de a, b etc, et le déno- 
minateur commun s, ou f\fdx' ■+dy'+dz', sont réduits à ne ren- 
fermer que x, dx et des constantes. Ces quatre intégrales étant d’abord 
trouvées, sous une forme indéfinie , on y donnera , successivement, à x 
Jes valeurs correspondantes aux extrémités de l’arc, et les différences , 
entre les résultats des substitutions de ces valeurs limites, donneront les 
intégrales définies cherchées. 

292. Les formules pour trouver le centre de gravité d’un arc de courbe 
plane dont les coordonnées sont ar et y , se déduisent des précédentes 
en supprimant la différentielle dz dans les deux premières, observant 
que s=/yx,f x ‘ -\-dy' et ne tenant aucun compte de la troisième équa- 
tion. Ce centre de gravité doit, d’après l’art. 284, sc trouver dans le plan 
sur lequel la courbe est tracée. 

On a, ainsi, pour les courbes planes, 

_fx yf dx* -4- dy* 
s 

b _ fyVdx*+dy* 

S 

la détermination du centre de gravité exige le calcul de trois intégrales 
1 16 
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définies , qui ne donnent pas lieu k d’autres observations que celles consi- 
gnées dans l’article précédent. 

293. Il peut se faire que l’un des axes, celui des x, par exemple , divise 
la courbe en deux parties égales et semblables, dans ce cas le centre de 
gravité commun de deux éléments de courbe correspondants à une même 
nbeisse t j sera sur l’axe des x, et art. 282, le centre de gravité de l'arc 
entier s'y trouvera aussi. On aura donc b=. o et la distance a sera la 
seule k calculer. 

294. Pour trouver le centre de gravité d'un système de lignes droites 
et de lignes courbes , ces dernières étant assujetties k différentes lois , 
il faut, d'abord, avoir les centres de gravité particuliers de chacune de 
ces lignes, et on en déduit ensuite le centre de gravité commun, d'après 
ce qui est dit art. a 83 . 

295. Une surface courbe étant considérée comme une enveloppe maté- 
rielle, homogène, et uniformément épaisse, on a le centre de gravité 
d’une partie déterminée de cette surface, en substituant, dans les équa- 
tions de l’art. 273, h M , mr , my et mi , respectivement, y a dx dy , 
ùj x dx dy , a y dx dy, a i dx dyj et faisant, comme k l’article ç 3 , 



d z d y i 

a = { 1 -+•( —j— )* + ( —j — )* j T . On sait que a dx dy est l’élément diffe- 

rentio-différentiel de la surface courbe, et doit, par conséquent, repré- 
senter l'élément de masse m ; on aura, ainsi, pour calculer la position 
du centre de gravité d'une surface quelconque 

fa x dx dy 
fa dx dy 



a— ' 



, f w.r dx dy 

J a dx dy 



fa s dx dy 

J a dx dy 

les intégrales définies seront prises dans l’étendue entière de la portion 
de surface dont on veut avoir le centre de gravité ; ces intégrales sont 
de l’espèce de celles qu’on appelle doubles , et qu’on prend par rapport 
k deux variables, successivement considérées comme constantes. C’est 
par le moyen de l’équation de la surface qu’on ramene chaque fonc- 
tion à intégrer, k ne renfermer que ces deux variables et leurs diffé. 
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rcnticllcs , et les limites des intégrales, sont, en général , exprimées par 
des fonctions de ces mêmes variables. 

196. On voit que la détermination du centre dé gravité d’une surface 
courbe exige, le plus souvent , des calculs, sinon difficiles, du moins longs 
et pt'nibles; ces calculs se. simplifient beaucoup lorsqu’il sagit du centre 
de gravité d’une surface de révolution. Prenant l’axe de révolution pour 
axes des x , et rapportant les positions des différents points de la courbe 
génératrice aux coordonnées x cl y , si on fait deux sections de la sur- 
face, par deux plans, perpendiculaires à l’axe des x , dont l’un soit à 
la distance x et l’autre à la distance x-ydx de l’origine, ces deux plans 
renfermeront, entr’eux, une zone circulaire de la surface courbe , engen- 
dré-e par le mouvement de l’élément ils delà courbe génératrice, pen- 
dant que l’arc .c engendre la surface finie dont cette zone est la différen- 
tielle. .T étant la demi -circonférence qui a l’unité (jour rayon, la surface 
de la zone élémentaire = 2 sryds } son centre de gravité est, art. 283, 
entre les plans coupants, sur l’axe des .r, ou de révolution , et art. 284, le 
centre de gravité de la surface est sur le même axe, d'après la supposi- 
tion! faite qu’elle a, pour limites, deux plans perpendiculaires aux .04011 
n’a donc, pour calculer la distance a , du centre de gravité 1 cherche, k 
l'origine , qu'à substituer dans la première équation de l’arlticle 273, 

2 sry ils, à m , et a'tr-r y ds, à m r , ce qui donne 

f x yds 

“ = 7 737 

1 , .• ■. 

et cette équation suffit , puisque le centre de gravité est sur l’axe des x ; 
on réduira, au moyen de l’équation de la courbe génératrice les expres- 
sions xj ds et jds a la forme tfx. tp (.r ) et d.rj'(v). 

297. Une aire plane A L IJ K' A est circonscrite par les portions L U 
et A K! des courbes P (I et V W , et par les portions KL, K' L' des ^ig. ,a 
droites B L et U' L' parallèles à l’axe A V des j , ou per|jendkrdaires 
à l’axe A X des x , et il s’agit de trouver la position dp centre de gra- 
vité de cette aire. 

J’ai AP—x, et je fais PP' ^.dx , PM =y , Pmss.jr'j l’aire de 
l’élément de surface MM 1 ni’ m—( y—y’)dx j on peut le considérer 
comme un parallélogramme rectangle , et, art. 282, sort centre de gra- 
vité est au point milieu n de la parallèle h u, aux y , qui divise la 

surface en deux parties égides. La distance N 11 de CC ccnlrc de gravité 
. r 
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•à l’axe des y est x-pi dx , ou x j et la distance irn du même centre-,' 
à l’axe des x , est égale k j( y+y')- 11 fout donc, pour déterminer le 
centre de gravité de LL’ K' K, en ayant égard à ce qui est dit art. 283, 
substituer, dans les deux premières équations de l’art. 273 , 

( y— y ) d *> à 

ni y } ce qui donnera 

f r(y — y)dv 

a ~ f(j—y) dx 

i +.)•')(.>•-/) ^- r _ ? Ry'~y % )àx 

a j -y ) dx 71 a -y ) ,i c 

les équations des courbes V W et V IV 1 serviront à ramener les ex- 
pressions x(y — y 1 ) dx , ( y 1 — j Jl ) dx , (y — y }dx aux formes 
dx . $( t) j d . r . x( T ) > dx ,\l(x) étant des signes de 

fonctions; lorsque les intégrations seront effectuées, on fera successi- 
vement, dans chacune des fonctions intégrales, x=AB et x=.AB’ , et 
retranchant les résultats de la première substitution des résultats respec- 
tifs de la seconde, on aura les intégrales définies prises dans les limites 
assignées. 

Lorsque l’aire, dont on cherche le centre de gravité, se termine aux 
deux droites BL , B'L ' , et à l’axe des x , il suffit, pour adapter , à ce 
cas , les formules de l’a ni cl c précédent, d’y foire y'= 0 . 

298. Un solide homogène, est supposé terminé, par une surface courbe 
dont on a l’équation, par une enveloppe cylindrique, dont la génératrice 
est perpendiculaire au plan xy , et parle plan xy. L’élément de ce solide 
est 1 dx dy } et les distances respectives du centre de gravité de cel 
élément aux plans xy , xz et yz sont js,y et tr. II fout donc , pour 
trouver le centre de gravité du solide, en ayant égard k ce qui est dit 
art. 283 , substituer, dans les équations de fart. 273, z dx dy k m, 
et xz dx dy ,yz dx dy , 7 a* dx dy , respectivement à mx , my mi. 
on obtiendra, par ces substitutions, les valeurs 

fxzdxdy 
a f z dx dy 

^ f y 1 dx dy 

f z dx dy 
_ r f&dxd y 
fi dx dy. 
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On réduira par le moyen de l’équation de la surface , les fonctions à 
intégrer, à ne renfermer que deux des variables, x et y par exemple, 
et leurs différentielles , et on prendra les intégrales doubles , dans les 
limites donnée» par les courbes d’intersections du plan xj et des sur- 
faces cylindriques qui enveloppent le solide , limites exprimées par des 
fonctions à'x et à'jr. 

299. Les calculs que ces intégrations exigent sont , en général , au 
moins aussi laborieux que ceux dont j’ai parlé art. 296 ; ils deviendront 
plus simples si le solide , dont on cherche le centre de gravité, est symé- 
trique par rapport à un axe, c’est-à-dire si toutes se* sections planes, 
faites par cet axe, le partagent en deux parties égales et semblables ; 
le centre de gravité cherché sera art. 282 sur cet axe, que je prends 
pour l’axe des r , et si je fais , aux distances x et x -\*dx de l’origine , 
deux sections du solide perpendiculaires à x , l’expression du volume 
du solide élémentaire, compris entre ces deux plans, pourra toujours 
se rammenerà la forme dx. <p{x) , son centre de gravité sera, art. cité, 
entre les deux plans coupant , sur l’axe des x , et , pour trouver le point 
où le centre de gravité du solide est placé , on substituera, dans la pre- 
mière équation de l’art. 273, dx. <p(,x)j à m ,e t xdx (<px) , à mx , c« 
qui donnera 

fx dx . 4 > x 
a ~ /dx<p(x) 

3 00. Le cas traité dans l'article précédent comprend celui des solide» 
révolutions , dans lesquels <p ( x ) a une valeur particulière = sr y* , 
en désignant, par y, l’ordonnée a la courbe génératrice ; et la formule, 
pour ce dernier cas est 

fx y * dx 
a ~ f'ydx 

on ramène, au moyen de l’équation de la courbe génératrice, les fonc- 
tions à intégrer, à ne renfermer qu’une seule variable et sa différentielle, 
et on procède comme il a été dit, ci-dessus, relativement aux limites. 

Application de la théorie de» centres de gravité à la meture des surfaces et 
des solides , connue sous le nom de Méthode de Guldin. 

3 ot. Guldin, Jésuite natif de S'.GalI, en Suisse, publia à Vienne, en 
Autriche, vers l'année 1640, un ouvrage, auquel il donna le titre de 
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Ccntro-baryca , dérivé des deux mots grecs xérrpor, cen/re , et fidpop, 
poi ls , contenant des recherches sur les centres de gravité , qui pouvaient 
intéresser les géomètres dans le temps où elles ont été publiées; mais ce 
qui distingue cet ouvrage et l’a sauvé de l’oubli, est une application, 
aussi utile que curieuse, de la théorie des centres de gravité h la mesure 
des surfaces et des solides de révolution. Voici la règle générale dont il 
est l’inventeur. « Si un plan se meut , en tournant autour d’une droite 
« fixe , contenue dans ce plan , la surface engendrée par un arc de courbe 
« quelconque, et le solide engendré par l’aire d'une figure fermée qucl- 
« conque, contenus aussi dans ce même plan, auront pour valeurs res- 
* pectivcs les produits de l’arc de courbe et de la surface génératrices 
« par les longueurs absolues des arcs de cercles que parcourront leur» 
« centres de gravité.» 

On peut présenter l’énoncé de cette règle sous un point de vue plus 
général ; mais il convient de la démontrer, d’abord, pour le cas le plus 
simple; j’ajouterai que Guldin n’en a pas donné de démonstration di- 
recte, et ne la prouvée que par induction, en faisant voir qu’elle condui- 
sait à des résultats parfaitement d'accord avec ceux qu’on obtenait par 
d’autres méthodes dont la rigueur n’était pas contestée, 
j 3o2. Je suppose que le plan Y A X , des xy , décrive un angle x au» 
tour de l'axe AX, des x , l’arc LU de la courbe V MtV , tracée sur ce 
plan, engendrera une portion de surface courbe qu’il s’agit de mesurer. 
Pour cela, faisant AP = x , PM=y, PP' =dx , MM' —di, j’observe 
que la surface de la zone élémentaire engendrée par l’élément de courbe 
J IM'=ds, sera — angle % x rayon rru x MM'— xyds , et par con- 
séquent la surface entière, engendrée par l’arc de courbe LML' , sera 
— Xfyd s > l’intégrale étant prise, depuis x — AR jusqu’à x=.AR' r 
lorsqu'on a ramené, au moyen de l'équation de la courbe, l’expression 
yds à la forme d.r.f (r). mais b désignant, comme à l’art, aça, la 
distance du centre de gravité de LML' à l’axe AX, des x, l’expres- 
sion xfy d s cst «'gale, art. cité, à b x LML' , c’est-à-dire au pro- 
duit de la longueur absolue b x de l’arc de cercle qu’à décrit le centre 
de gravité , par l’arc générateur LML' ; ce produit donne donc la valeur 
de la surface engendrée, et c’est précisément celui qu’il faut calculer, 
d'après la règle de Guldin, pour avoir cette surface., ... 

Tout axe de révolution autour duquel on fait tourner un plan qui ren- 
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ferme la cou.be, pouvant être pris pour axe des x , la règle de Guldin, 
pour la mesure dos surfaces de révolution , se trouve rigoureusement 
et généralement démontrée. 

3 o 3 . Je passe à la mesure du solide engendré par l’aire KLL' K' K 
lorsque le plan TAX, qui renferme cette aire, décrit un angle ÿç autour 
de l’axe AX des x. La construction et la notation de l’art. 297 étant 
conservées , j’observe que l’élément de surface MM’ mm' engendre , 
pendant le mouvement de la surface entière, une portion de couronne 
cylindrique, dont les rayons, intérieur et extérieur, sont respectivement 
y tly , les longueurs y X e, .T/€> et dont l’épaisseur est t/x. La soli- 
dité de cette tranche a donc pour valeur ( iy* X . — r.y’ 1 X X, 

0 *— y x )àx, et le volume entierdu solide engendré^èÿf/lV 1 — 
intégrale qu’il faut prendre depuis x—AB, jusqu’à x— AB' , lors- 
qu’on a ramené, au moyen des équations des courbes Vil 'et V IV , l’ex- 
pression (y 1 — y-' 1 ) dx à la forme dx.J'(r). mais art. 297, b étant la 
distance à l’axe AX, du centre de gravité de l’aire KLL'K'K, on a, 
s'. équation de l’article cité, 

b y xKLLL' K Kss{ y/(j* ~y* ) dx 
donc le volume du solide engendré- par la révolution de KLL' K’ K , 
autour de A X, est égal au produit de la surface génératrice par la lon- 
gueur absolue , b y , de l’arc de cercle que son centre de gravité a décrit, 
et ce produit est, encore, celui qu’il faut calculer, par la règle de Guldin, 
pour avoir la solidité cherchée. 

Le solide, dont je viens de donner la mesure, est terminé par deux 
bases planes perpendiculaires à l’axe de révolution , et parallèles aux 
tranches , ou couronnes cylindriques , qui forment les éléments de ce 
solide ; mais le cas général est celui d’un solide de révolution qui n’a 
aucune face plane, tel serait, par éxcmple, celui qu’on obtiendrait en 
faisant tourner l’aire KLL'K'K autour de l’axe AT des l’angle 
décrit étant toujours désigné par y. I.’é-lément de surface M M' m' m 
engendrera , alors , une enveloppe cylindrique dont l’épaisseur sera 
= PP' — dx , la hauteur =h/i —y — y' et le rayon A ir—x^ r \dx-=.x. 
La solidité de celte enveloppe aura, ainsi, pour valeur, x y. {y—y')dx, 
et le solide entier, engendré, sera = Xf*{y—„ y')^ r - Or a étant la 
distance du centre de gravité de l’aire KLL' K' à l’axe AT, des^y , cette 
intégrale, prise depuis B jusqu’en B' est, art. 297, égale à ya x KLL' K' K J 
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donc le volume, du solide engendré , a la valeur donnée par la règle de 

Guldin. 

804. Le système des courbes V W et V fV peut appartenir à une 
courbe unique; cette courbe peut être fermée, puisque rien n’empêche 
de supposer KL=.a, K'L'c=o , sans que les distances intermédiaires 
fi h soient nulles; elle peut aussi avoir des branches infinies sur lesquelles 
on prend des arcs finis, et des cordes, pour limiter l'aire etc. etc. Ainsi 
la règle de Guldin, pour les solides de révolution, est vraie sans exception. 

Les deux courbes V IV et V’ IV pourraient se confondre en une seule, 
la différence y — y étant susceptible de prendre toutes les valeurs, et, 
par conséquent, de devenir nulle ou infiniment petite; le solide engen- 
dré se réduit, alors, k une enveloppe infiniment mince, ou à une surface, 
et la règle de Guldin, pour les solides, justifie l’application de cette même 
règle aux surfaces de révolution. 

3o5. J’ai dit , art. Soi , qu’elle était susceptible d’un énoncé plus gé- 
néral ; voici cet énoncé : « Si un plan se meut perpendiculairement k 
« une courbe fixe, à simple ou double courbure, la surface engendrée 
« par une ligne courbe, de forme et de longueur arbitraires, tracée sur 
« ce plan, et le solide engendré par une portion du même plan que cir. 
« conscrivent des lignes quelconques, auront pour mesures, les produits 
« respectifs des. arcs de courbes que les centres de gravité, de la courbe 
« et de l’aire mobiles, parcourront, dans leurs mouvements, par la lon- 
« gueur de la courbe mobile et par le nombre d’unités de surface com- 
« prises dans l’aire mobile, i* 

La vérité de ce théorème général sera facilement sentie si on consi- 
dère que le plan mobile, parcourant un élément ds' de la courbe fixe, 
décrit un arc de cereje, infiniment petit, autour d’un axe, passant par 
le centre de courbure de l’élément dd , perpendiculaire au plan qui 
renferme ce centre et cet élément ds'. La courbe et l’aire , mobile et 
génératrices, engendreront donc, respectivement , un élément de sur- 
face et un élément de solide dont on aura la valeur par la règle de 
Guldin, ensortc que 5 étant la courbe génératrice, A l’aire génératrice, 
c' et d les lignes respectives, infiniment petites, que leurs centres de 
gravité parcourent pendant que le plan , qui les renferme , parcourt 
l’élément ds' , la surface et le solide élémentaires engendrés seront 5 e' 
cf A d j on aura ainsi , pour la somme de toutes les surfaces et de tous 

les 
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1rs solides élémentaires engendrés pendant que le plan mobile parcourt 
une longueur eh' -\-ds" -\-ds!" etc. de la courbe fixe, des expression» 

de la forme S ( e'4-e"-t-<r"'-t-etc.) , (f'-y-e" -f-e'" -f-etc. ) ce qui est 

l’énoncé analytique du théorème général. 

3o6. Je terminerai ce que j’ai à dire sur le théorème de Guldin, en le 
présentant sous un point de vue plus général encore, que le précédent; 
qu’on imagine une portion de surface courbe , désignée par Si , circons- 
crite par un périmètre à double ou simple courbure, et assujettie à tour- 
ner autour d’un axe fixe , par rapport auquel elle a une position quel- 
conque, mais invariable; le solide, engendré par cette surface, se mesu- 
rera de la manière suivante : faites passer par l’axe de révolution un plan 
appelé plan K , qui tourne, autour de cet axe, comme la surface Si , en 
conservant, avec elle, une position constante; par un des points du péri- 
mètre de. cette surface, que je désigne par point a, menez un plan per- 
pendiculaire à l’axe de révolution appelle plan JJ , qui coupera cet axe en 
un certain point, de ce dernier point, comme centre, et d’un rayon égal 
à sa distance au point a , décrivez, sur le plan JJ , un arc de cercle, qui 
commençant au point a se termine au plan Kj vous aurez, sur ce plan K, 
un point , qu’on peut appeler la projection circulaire du point a ; faites 
les projections pareilles de tous les points du périmètre de la surface 
Si , vous aurez, sur le plan K , une courbe plane dont l’aire, dans son 
mouvement commun avec la surface SI , engendrera un solide , qui 
pourra être cubé par la règle de l’art. 3oi , et qui, pour un angle donné, 
décrit autour de l’axe de révolution, sera égal au solide engendré par 
la surface SI. 

11 est aisé de vérifier l’égalité des deux solides; prenez, sur la surface 
SI , trois points infiniment près les uns des autres , qui ne soient pas en 
ligne droite , et faites leurs projections circulaires sur le plan K j il 
est évident que , dans le mouvement commun de la surface Si et du 
plan if , les trois points projettés engendreront un prisme circulaire de 
même longueur, et de même section transversale et normale, que le 
prisme engendré par leurs trois points de projection ; et la même égalité 
ayant lieu entre tous les prismes élémentaires pareils , qui se corres- 
pondent de l’un à l’antre solide, a aussi lieu , par conséquent, entre les 
sommes des éléments ou les solides entiers, 
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Exemple* de la détermination de» centre» de gravité , et de l'application de 
la règle de Gtlldin. 

307. En considérant les périmètres des figtircs planes comme des 
lignes matérielles , homogènes et uniformément grosses, on a, sur le 
champ , par les théorèmes des art. a8i et 282, le centre de gravité d’une 
ligne droite, qui est à son point milieu , celui du contour d’un paral- 
lélogramme qui est à l'intersection des deux diagonales, celui du péri- 
mètre d’un poligonne régulier, qui est placé au centre du cercle inscrit 
ou circonscrit , enfin celui du périmètre fermé d'une figure plane quel- 
conque lorsqu'il existe deux axes rectilignes qui peuvent le partager , 
chacun, en deux parties égales, semblables et placées symétriquement 
de part et d’autre de cet axe; le point d’intersection, de ces deux lignes 
est, art. 281 , le centre de gravité du périmètre. 

308. Pour trouver le centre de gravité du contour ABC d’un triangle, 
imaginons que la masse de chacun des côtés est rassemblée, en un seul 
point, placé à son centre de gravité, ou au milieu de ce côté, ensorte 
que les points matériels c, a et b , placés aux milieux des côtés AB , 
BC et CA , représentent respectivement, les masses de ces lignes. Le 
centre de gravité du contour ABC sera, art. 283, le même que celui des 
points matériels a,b et cj je joins ces points par les droites ab,bc 
et ac, et je partage en deux parties égales l'angle bca par la ligne cd ; 
cette construction me donne ad\ db \ \ca-. cb CA : CB : : masse b : 
masse a ; le centre de gravité de a et b est donc, art. 285 , en d, et, art. 
284, le centre de gravité de a , b et c doit se trouver sur la ligne cd. 
Je fait, sur les angles cab et abc, la même opération déjà faite sur 
l'angle bca, et j’ai deux autres lignes af ex. bk sur chacune desquelles 
se trouve aussi le centre de gravité cherché, lequel occupe leur point G 
d’intersection commune. 

Ce point G est au centre du cercle circonscrit au triangle abc J ainsi , 
le centre de gravité du contour d’un triangle donné , est au centre du 
cercle circonscrit J» un autre triangle ayant les sommets de ses angles 
aux points milieux des côtés du triangle donné. 

309. Le centre de gravité d’un arc de cercle est , art. 2ç3 , sur le rayon, 
désigné par r, qui le divise en deux parties égales. Je compte les x , sur 
ce rayon, en prenant leur origine au centre de l’arc de cercle, et con- 
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sidérant, d’après l’art. 283 , les deux éléments ds , qui répondent à une 
même abcisse x, comme réunis à l’extrémité de cette abcisse, la I e . 
équation de l'art. 292 , devient la seule nécessaire dans la détermination 

dont il s’agit ici. J’ai donc a= > ou (comme p ar l a propriété 

, , , rdy . irWr 2 ry-yC 

du cercle , ds— — — ) n = — . — = — - - y . 01 on suppose que 

X S f S 2 J C/ 



les intégrales s’évanouissent lorequejy= oet s ==o , la valeur -ÜL } 0 i> 

la distance du centre de gravité d’un arc de cercle 2 s , au centre de ce 
cercle, mesurée sur le rayon qui divise l’arc en deux parties égales, sera 
quatrième proportionnelle à l’arc , à la corde 2 y et au rayon r. 

3 io. Les centres de gravité des surfaces de tous les polygones régu- 
liers sont art. 282, aux centres des cercles qui leur sont inscrits ou cir- 
conscrits; et, en général, lorsqu’une figure plane peut avoir deux axes 
rectilignes, dont chacun la divise en deux parties égales, semblables et 
placés symétriquement de part et d’autre de cet axe, le centre de gravité 
de cette figure est , art. 281 , A l’intersection des deux axes. 

Ainsi le centre de gravité de la surface d’un parallélogramme est A 
l'intersection de ses deux diagonales; le centre de gravité de la surface 
d’une éllipse est à l'intersection de scs deux axes etc. ces centres sont 
aux mêmes points où se trouvent les centres de gravité des périmètres. 

3 n. Le centre de gravité de la surface d’un triangle rectiligne est, 
art. 284, sur la ligne droite, que je prends pour axe des x , menées du 
sommet d’un des angles, où je place l’origine des ar,au milieu du côté 
opposé A cet angle , puisque cette ligne , ou axe des x , passe par les 
centres de gravité de tous les trapèzes élémentaires qu'on peut former 
par des parallèles au côté qu’elle coupe en deux parties égales. 

Je nomme g la longueur de l’axe des x , comprise dans le triangle, h 
le côté opposé A l’origine des x, et % l’angle formé par les lignes get h 
fa valeur d’un des trapèzes élémentaires de la surface, pris parallèlement 

à h , sera — x dx sin. % , et ce trapèze (qui , en ayant égard à ce qui 

est dit art. 280, représente le trapèze dont la valeur générale est, art. 
*97 • {.y — J'') dx ) ayant son centre de gravité sur l'axe des x } on a,, 
art, 284, é = 0, et la i e . équation de l’art 297, devient 
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,-A. 



— sin xfx* dx 



— *>»• Xf x dx 



iiî!±£ 



prenant l’intégrale, depuis a-=:o jusqu’à x = g, la distance du centre 
de gravité du triangle entier à l’origine des x et de g, devient a = ±g. 

3 1 2. Imaginons trois masses égales dont chacune ait son centre de gra- 
vité placé à l’un des angles du triangle ; le centre de gravité commun 
de deux de ces masses sera au point d’intersection de g et de h , et par 
conséquent , art. 184 et 285, le centre de gravité des trois masses sera 
aux j de g à partir de l’angle opposé à h , ce centre de gravité aura donc 
la même position que le centre de gravité du triangle. 

3 1 3 . En prenant l’intégrale de l’art. 21 1 , depuis x—g, jusqu’à x=g. 



on a a — 



l 3 — K? 

g x —e,* 



équation qui détermine la position du centre 



de gravité d’un trapèze, sur la ligne coupant, en deux parties égales, 
chacun de ses cotés parallèles ; la distance du centre dont il s’agit , au 
plus petit côté, mesurée sur cette ligne, étant a — g,—^ . Pour obtenir 
la valeur de £ sous la forme la plus simple, je désigne le plus petit coté 
du trapèze par h,, le plus grand par À, la distance, entre leurs points 

milieux, par K , ce.qui donne £= ^ . K j g, as -r ^' r & J 

fl — tl j 

je mets, ensuite, la valeur de a, trouvée ci-dessus, sous la forme 



. a K h*+hh,+ h* 

g+g, 3 (h — h,) ' /| + À, 

et j’ai, ultérieurement, pour calculer a — g, ou £, l’équation 

K(aA+A,) 

* 3 (h+h,) 

3 14. Archimède, qui a posé les fondements de la Statique, a aussi dé- 
terminé les premiers centres de gravité, et particulièrement celui d’un, 
segment parabolique. Soit un pareil segment circonscrit par la courbe 
et par une double ordonnée a jr, à l’axe; on sait que les x étant comp- 
tées du sommet, on a y*-zz.px et les valeurs, déduites de cette équa- 
tion , substituées dans la valeur a s= dx , q U ’ 0D obtient, art. 207, 

Jjdx 1 
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en faisantj'' =—y, donnent, lorsque les intégrales commencent à l’ori- 
gine des x et des y , a=|x. 

Cette valeur suffit parceque , art. 284 , le centre de gravité du seg- 
ment parabolique terminé par une double ordonnée à l’axe doit être sur 
cet axe. 

3 i 5 . Les coordonnées d’une éllipse étant comptées sur les axes, et 



leurorigine placée au centre, l’équation de la courbe est_y=éî (A * — ,r 3 ) r ; 
K est une constante, et A la demi-longueur de l’axe sur lequel on compte 
les x. Pour trouver le centre de gravité de la surface d’un segment ellip- 
tique partagé en deux parties égales par le demi - axe A , et dont la 
flèche = A — x , on combinera l’équation précédente avec la valeur 



Ap y (j -IP 

a A- — T— , qu’on obtient , comme à l’art, précédent , en faisant 

fy dv 

y' — — y dans la première équation de l’article 297 , et on trouvera, 
f x dx ( A 3 — , t*)t 

a — ^ , t 3 )* dx * * e ra PP° rt ^ a ( ^' s P aru ^e ce,te valeur, qui 

est la même à laquelle on serait parvenu en cherchant le centre de gra- 
vité de la surface du segment d’un cercle décrit avec le rayon A , avant 
même centre que l’ellipse, la flèche du segment elliptique, étant aussi 
celle du segment circulaire, qui doit sc trouver, comme le premier, 
partagé en deux parties égales par le rayon ou demi-axe A. Le centre de 
gravité des deux segments est donc au même point , et on a , pour l’un et 
pour l’autre, en plaçant la première limite des intégrales au point où 
X—X, et la seconde au point où xz^A 



f(A>-t r,*)i 

s-fi^A 1 — x*)-dx 
■— ( corde segm. cire .) 3 
surface segm. cire. 



(A’~x,‘ )* est le cube de Ta 
demi-corde de l’arc du segment 
circulaire, et iJ\A' — x’) ‘ dx, 
sa surface. 



3 16. La distance du centre du cercle, au centre de gravité du secteur, 
renfermant le segment circulaire dont il vient d’être question, peut se 
trouver de deux manières : i° en considérant ce secteur comme composé 
d’un segment et d’un triangle dont on connaît les centres particuliers de 
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gravité, et se conformant à ce qui est dit art. 283 et 280 : 2®. en observant 
que ce secteur est composé d’un infinité de triangles élémentaires égaux, 
dont les sommets sont au centre du cercle et les bases sur sa circonfé- 
rence ; le lieu géométrique des centres de gravité de ces triangles est , 
art. 3 i 1 , sur un cercle concentrique à celui qui termine le secteur , de 
même valeur angulaire et compris entre les mêmes rayons que lui , et 
ayant son rayon particulier égal aux deux-tiers de celui du secteur. Le 
centre de gravité de cet arc, dont la position est connue par l’art. 309, 
est donc, art. 283, au même point que celui du secteur. 

317. L’axe d’un cône droit étant pris pour axe des x , et le sommet 
du cône pour origine des x } l'équation de la génératrice du cône est 
jy^mx , m étant une constante; on a, déplus, ds=ndx , n étant uue 



fxyds 

autre constante; ces équations combinées avec la valeur de a = ’ 

données art. 296, pour la détermination des centres de gravité des sur- 
faces de révolution, on aura, la distance du centre de gravité de la sur- 

f x*dx 



face du cône , à son sommet , = a = - 



c’est, art. 3 i t , la même 



~ f x dx J 

valeur k laquelle on parviendrait en cherchant le centre de gravité du 
triangle résulsant de la section plane du cône par son axe; donc le cône 
droit, le cône tronqué dont les bases sont perpendiculaires à l’axe, et 
le cylindre droit , qui est un cas du cône tronqué, ont leurs centres de 
gravité respectifs aux mêmes points oit se trouvent placés les centres 
de gravité du triangle, du trapèze et du parallélogramme qu’on obtient 
en faisant , les coupes planes, de ces solides, par leurs axes. 

f.TY ds 

3 18. Pour appliquer la formule a = à la recherche de la position 

du centre de gravité d’une portion de surface sphérique, comprise entre 

r dx 

deux plans parallèles, on fera ds— — — — , fêtant le rayon de la sphère. 



et les x secomptant, h partir du centre , sur le diamètre perpendiculaire 
aux deux plans qui terminent la surface ou zone sphérique, lequel diamè- 
tre, art. 282, contient le centre de grav'té de cette surface. La formule 
f xdx 

generale deviendra a = j- j x — ç, J si on suppose que les 
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plans qui terminent la surface, coupent l’axe des x aux points dont les 
abcisses sont x, et x„, on aura, en prenant les intégrales dans ces li- 

r X, 

l’axe des x , ou, sur le diamètre passant par les centres des cercles qui 
terminent la zone sphérique , au milieu de la distance entre ces deux 
cercles. 

Ainsi le centre de gravité de la surface d’une calotte sphérique est an 
milieu de la flèche de cette calotte. 

J’observe que ces résultats peuvent se déduire, avec la plus grande 
facilité, des rapports connus entre la surface de la sphère et la surface 
du cylindre circonscrit. On sait que deux zones des surfaces de ces so- 
lides, comprises entre des plans parallèles entr’eux et perpendiculaires 
à l’axe du cylindre, sont égales; et comme cette égalité, entre les zones 
totales, a aussi lieu entre les zones élémentaires , comprises entre deux 
plans perpendiculaires à l’axe et infiniment près l’un de l’autre , les centres 
de gravité des zones totales doivent être placées au même point sur l’axe, 
donc etc. 

319. Le centre de gravité d’un polyèdre régulier, considéré comme 
un corps homogène , est, art. 28a, au centre de la sphère, inscrite ou 
circonscrite; le centre de gravité d’un parallélipipède est, art. cité, à 
l’intersection des deux diagonales de la section parallélogrammique faite 
par un plan qui sépare le solide en deux parties égales et semblables. 

En général , lorsqu’un solide pourra être coupé par trois plans dont 
chacun le divise en deux parties égales et semblables , placées symé- 
triquement par rapport à ce plan , le centre de gravité sera au point 
commun de rencontre des trois lignes d’intersection de ces plans. 

3îo. Une ligne droite , menée du sommet d’une pyramide au centre 
de gravité de sa base, doit passer par les centres de gravité de toutes 
les sections du Solide, parallèles à cette base, puisque, art. 275 et 276, 
les centres de gravité de différents corps homogènes et semblables, sont 
semblablement placés dans ces corps. Le centre de gravité de la pyra- 
mide est donc , art. 284 , un des points de la ligne droite ou axe dont je 
viens de parler. Prenons cet axe pour axe des x , en plaçant leur ori- 
gine au sommet de la pyramide. La surface d’une section de ce solide 
parallèle à la base sera K étant une constante, et, nommant \f> 



) . Le centre de gravité est, sur 



mites , a ■. 



H* 
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l’angle formé par la base et par l’axe des x, K.v * rf.rsin vf sera la soli- 
dité d’une tranche élémentaire parallèle à la base. Le centre de gravité 
de cette tranche étant, comme on vient de le dire, placé au point où 
elle rencontre l’axe des x } on n’a besoin , d'après les art. x 83 et 284, 
pour trouver, le centre de gravité du sulide entier, que de la première 
équation de l’art. 273, dans laquelle il faudra substituer K. r* dx sin. iL, à 
m,Kx 3 dx sin.'vL à /nx,ct l’équation deviendra, par cette substitution, 
_/x 3 dx ix 4 -pC 
° J'x 2 dx jx 3 -p6 y 

le solide étant supposé terminé par deux plans parallèles à la base et 
coupant l’axe des x aux points dont les abeisses sont x, et x„, on a, 
rn prenant les intégrales dans ces limites. 



i 



•T„4— T, 4 

jr 3 r 3 



3 ai. Cette formule, obtenue pour le cas de la pyramide tronquée, à 
bases parallèles, donne dans le cas de la pyramide entière, a-=z.\x„, x,, 
étant nul dans ce dernier cas ; le centre de gravité du solide est, aux ^ de 
la droite menée du sommet au centre de gravité de la base, en partant 
du sommet. 

322 . Les mêmes résultats sont immédiatement applicables au cène 
tronqué , dont les deux bases sont parallèles , et au cône entier à base 
quelconque. 

3 * 3 . Imaginons quatre masses égales dont chacune ait son centre de 
gravité placé h l’un des angles d’une pyramide à quatre faces; le centre 
de gravité commun des trois masses placées aux sommets des trois angles 
d’une des faces triangulaires, sera, ait. 3 i 2 , au centre de gravité de 
cette face, donc, art. 283, 284 et 280, le centre de gravité commun des 
quatres masses égales sera au quart de la distance entre le centre de gra- 
vité d’une des faces et le sommet de l’angle opposé à cette face; donc 
le centre de gravité commun de quatre masses égales, qui auraint leurs 
centres de gravité particuliers aux sommets des angles d’une pyramide 
ii quatre faces, est placé au même point où se trouve le centre de gravité 
de la pyramide. 

324. Pour faire une application de la formule de l’article 299, je 
ulace l’origine des coordonnées x , j , au centre d’un ellipsoïde 

dont 
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dont voici la génération: prenant, h partir de cette origine, sur les axes 
des x ,y et s j des longueurs respectives in , m, , m,, , je trace dent 
ellipses, l’une dans le plan x y dont les demi -axes sont m et rn,, 

et qui a , pour équation^,* = — afl ) J l'autre dans le plan 

x z , dont les demi - axes sont m,, et m , et qui a pour équation 

/JJ 1 ^ 

z f * = " ( m 2 —* x* ); enfin je suppose que la coupe du solide, faite 

à l’extrémité de x , perpendiculairement à l’axe des x , est une ellipse, 
ayant pour demi -axes, les deux coordonnées correspondantes,^, et • 
des ellipses tracées sur le plan xy et sur le plan xz , et par conséquent, 

- 1 

pour équation = — — (yf —y*), laquelle, en y substituant, pour 

y* 

z , 2 et y, 2 , leurs valeurs ci-dessus, donne l’équation de la surface de l’ellip- 
soïde 

m,, 2 m, 2 x 2 -f- m,, 2 Jn 2 y 2 -f. m 2 m 2 a* = m 2 m 2 m,, 2 

Le centre de gravité de chacune des sections elliptiques de ce solide, 

faite perpendiculairement aux x, est , art. 282, au point de rencontre 

de cette section et de l’axe des x , point qui est le centre de la sectiori 

elliptique ; le centre de gravité d’une portion du solide comprise entré 

deux plans parallèles aux ra est donc aussi, art. 284, sur l'axe des x. 

Soient, aux distances x et x + dx de l’origine, deux sections faites par 

des plans parallèles auxyz, la surface d’une des sections sera .... 

Y St ni 771 t et 

=r ftz 2 t sLL 3 s.try t z,ss '■ "■ ( m J — .**), (fonction qui représente 

z f ni 

^ (x), art. 299) et le volume du solide élémentaire qu’elles terminent 

scrasa- ' - — t - " (m 1 — x 2 ) dx. Le centre de gravité de ce solide est 

à son point de rencontre avec l’axe des x; en substituant son volume 
i la place de dx$ (x)j dans l’équation de l’art. 299, on aura la dis- 
tance a du centre de gravité du solide fini à l’origine des x , qui sera 

f(jn 2 — x 2 )xdx itw’x’ — ~x* -\-C 

° J (/«* — x 1 ) dx m 2 x —~x * -t-C' 

Supposant que les plans parallèles aux yz, qui terminent le solide, 
t 18 
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coupent l’axe des x & des distances x' et x" de l’origine, la distance, 
à la même origine, du centre de gravité de ce solide, sera 
, — x' 1 ) — ( ,t "* — x '*) 

û=4 ' 3«r J (x"- x')-(x"5_x'») 
qu’on peut mettre sous la forme 

,, ,, ~.r\ i awt 1 — x'* — x"’ , 

< r_ ï (x'+x'){ 

3a5. 11 est à remarquer que cette équation ne renferme pas les axes 
m, et m n compris dans le plan perpendiculaire à x ou au demi-axe m ; 
ces axes m, et m„ restent donc indéterminés, ensorte que la valeur de 
a sera la même pour tous les ellipsoïdes qui auront un demi-axe, dans 
le sens des x , égal à m (l’ellipsoïde de révolution et la sphère, doivent 
être comptés parmi ces solides) ; et si on fait x, = o et x„=ni , on 
trouvera pour la distance du centre de gravité du demi -ellipsoïde au 
centre de cet ellipsoïde 

3 



3a6. La distance A du sommet de l’ellipsoïde au centre de gravité 
d'un segment du solide , terminé par un plan perpendiculaire U l’axe et 
coupant cet axe à une distance du sommet , sera d'après ce qui précède, 

«^_ 3 | 

1 tawj— 4e 

on pourrait obtenir, immédiatement, ce résultat , en combinant, avec 

f* , t 'Y ^ (ï ,r 

l’équation de l’art. 3oo, — ÿ— , l’équationj' , = 2 mx — xxdu 

cercle ( l’origine des coordonnées est à l’extrémité du diamètre 2 ni) 
d’après l’identité de position du centre de gravité du segment sphérique 
et des centres de gravité des scgmels de tous les ellipsoïdes construits sur 
le grand axe a ni , et ayant la même flèche jj que le segment sphérique. 

327 - Pour avoir le centre de gravité d’un segment parabolique de 
révolution, substitué au segment ellipsoïdal, il suffit de faire m = » 
dans la valeur de A donnée ci-dessus et on a 



A- 



328 . Le secteur sphérique se compose d’un segment et d'un cône qui 
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ont une base commune, le sommet du cône étant au centre de la sphère; 
on connaît art. 322 et 3 î 6 les positions des centres de gravité particuliers 
de ces deux solides, qui sont sur le rayon perpendiculaire à la base com- 
mune ; on sait, de plus, art. 284, que leur centre de gravité commun 
doit être sur le même rayon, et on détermine, par la géométrie élémen- 
taire, les volumes respectifs de ces deux solides; on peut donc, parla 
formule de l'art. 283, trouver la position du centre de gravité du secteur 
sphérique , dont la distance au sommet de la calotte , ou du segment 
sphérique, =-j (2 ot-4-3£)., m étant le rayon de la sphère, et m — £ la 
distance de son centre au centre de la base commune du segment et du 
cône. 



829. Enfin on trouvera , en combinant l’équation a 



fx r 5 /£* 

7> J dx 



avec 



l'équation de l'hyperbole r=G(sm.r4i I ),que centre de gravité 
d'un segment hyperbolique de révolution, terminé par un plan perpen- 
diculaire à l’axe des x , et rencontrant cet axe à l'extrémité de x, est à 

.. . 8 «ro- 3 .r 

une distance du sommets 1 x, 

I 2/7/-J-4 x 



Cette expression se réduit sensiblement , « i x lorsque .r est très-grand 
par rapport h m , dans le cas contraire elle devient = \ x, ainsi le centre 
de gravité du segment hyperbolique est toujours entre les } et -J de la 
flèche. 

33 o. La règle de Guldin exposée , art. 3 oi , et démontrée, art. 3 oa 
et 3 o 3 , donne, avec la plus grande facilité, les expressions connues des Eig. r 4 
surfaces et des solidités du cylindre , du cône, de la sphère, de l’ellip- 
soïde de révolution , etc. Veut-on l’appliquer à la mesure de la surface 
engendrée par un arc «le cercle M M' tournant, autour du rayon A C , 
d’une quantité angulaire (*)? II faut , d’ahord, déterminer, sur le 



(*) T/angle décrit étant supposé d’un nombre de grades égal à 0 * X, repré- 
sente , dans 1rs formules , la longueur absolue d'un arc ayant l’unité linéaire 
pour rayon , et dont le rapport à la circonférence entière , décrite du mémo 
rayon , est celui de Q\ 400. On trouve ces arcs tout calculés , dans les tables 
de logarithmes de Caliet. Ce que je viens de dire du signe X.> s’applique, en 
général , aux lettres par lesquelles on désigne des angles dans les expression^ 
guajyliquct. 
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rayon A q , qui partage cet arc en deux parties égales, la position G de 
son centre de gravité, dont, art. 3og , la distance AG au centre du cercle 



corde MM' 
arc MM' 



X Aq. La dist ce G p , du même cent re de grav i té au rayon AC, 



a pour valeur AG xsin. GAp—AG xsin. M'Mp—AGx 



M’> 



corde MM' 



M’u 



-, M'u. étant une parallèle ù AC; ainsi la surface cher- 



Aq X 

arc MM 

chêc=x X x arc MM'=% x A q x ç x Pm X mm! , Bmm' 

et PMm étant, respectivement, parallèle et perpendiculaire au rayon 
A C. On retrouve la propriété connue de l’égalité entre les zones sphé- 
riques et les zones cylindriques, comprises entre des plans perpendicu- 
laires k l'axe du cylindre. 

33 1. CSB' étant un quart d’ellipse construit sur les demi-axes AC=m 
et AB' e=.n, cherchons le volume du solide engendré par l’aire PNN' P 1 , 
comprise entre deux parallèles P N et P' N 1 à AB' , lorsque cette aire 
décrit un angle % en tournant autour du demi -axe AC. Comptant 
les x sur AC et prenant leur origine au point A , on a l’équation 
' /ï* . 

jf* = — — (/«’ — x 1 ) et cette équation combinée avec la s e . équation 

de l’art. 297, dans l’hypothèse de j r ' —o, donne, pour la distance, au demi- 

axe AC , du centre de gravité de P N N 1 P', . 

m* J y dx 

d’où on conclut la valeur de la solidité cherchée, b y dxrsc 

y 77 2 

da £ {m*X — i .T 3 ) -f- C, valeur qui, en faisant APz^x, et AP'=x, f 



devient b -/.Jy dx = -%£— j m 1 ( x„ - r, ) - f ( at „ 3 - x , 3 ) j = 



(*//—*/) { 31 »*—*,,*— x„x,—x* 

Si l’angle ^ = une circonférence = a .T et que la surface génératrice 
soit un quart d'ellipse, on a x,—o, x„=.m , et le volume du demi- 
rllipsoïdc de révolution a pour valeur , j rrmu' 1 ; le volume de l’ellip- 
soïde entier = j ir ma 1 . 

33a. OH étant un axe vertical situé dans le plan du quart d’ellipse 
AC B' , et parallèle au demi-axe AB', supposons que le demi-segment 
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elliptique A 'CP tourne autour de OR en décrivant un angle l’arc de 
courbe CIV N engendrera , dans ce mouvement , la douelle d’une espèce 
de voûte qu’on nomme voûte en encorbellement } le vide compris 
entre sa douelle , la surface cylindrique qu’engendre l’ordonnée N P , 
et le plan horisontal passant par la naissance C , sera égal au produit 
de l’aire CN’N P C par la distance du centre de gravité de cette aire à 
l’axe OR et par l’angle \i j or en observant que, d’après l’art. â83, le 
centre de gravité de l’aire du segment elliptique entier qui serait ter- 
miné par l’ordonnée JVP , prolongée jusqu’à l’autre branche de l’ellipse, 
et les centres de gravité particuliers de chacun des demi -segments , 
(séparés par le demi -axe CA) qui le composent, doivent être sur une 
même parallèle à AB ou, à OH , on trouvera en reprenant les valeurs 

données , art. 3 15 , et observant que K — -^— , le volume du solide dont 

* m 

on cherche la cubature , égal à 

* ji-ÿ- xPN*+aircCN'NPCxAO\ 

333. La voûte en encorbellement pourrait être rampante , et pour 
concevoir la génération de cette espèce de voûte il faut supposer que 
pendant la rotation du plan HOC autour de l'axe vertical (JH, l’aire 
CIV N PC s’abaisse , dans ce plan, avec les conditions que la distance 
PO et le parallélisme de PN et de OH demeurent invariables, et que, 
de plus, l’espace parcouru par AC , au-dessous de sa position initiale, 
est, à chaque instant, proportionnel à l’angle décrit depuis le commen- 
cement du mouvement jusqu’à ce même instant. 

11 est aisé de s’assurer que le vide de la voûte , dans ce dernier cas , 
est égal au vide de la voûte droite ; qu’on imagine une tranche élémen- 
taire de l’un et l'autre solide, comprise entre deux plans passants par 
l’axe O H et formant entr’eux, un angle infiniment petit , un autre plan 
perpendiculaire à l'un de ceux dont je viens de parler , et parallèle à 
OH, formerait, dans les tranches élémentaires, deux sections parailélo- 
grammiques de même base finie, et de même hauteur infiniment petite ; 
les volumes de ce9 tranches élémentaires sont donc égaux entr’eux , d’oii 
il résulte l’égalité des solides finis qui se composent de leur somme. 

334. Les résultats, auxquels je viens de parvenir, s'appliquent immé- 
diatement à la cubature de la voûte annulaire , tant droite que ram- 




142 Statique é l é m es taire. 

partie , dont la douelle est engendrée par le mouvement d’une demi- 
ellipse. On peut, aussi, tirer parti de ce qui est dit, dans l’art, précé- 
dent, pour généraliser encore le théorème de Guldin, en faisant entrer 
en considération les mouvements particuliers de translation que peuvent 
prendre les aires génératrices, dans les plans avec lesquels elles ont un 
mouvement commun de rotation. 

Quelques observations relatives à l’action des forces sur les systèmes étendus 

et figurés. 

335. Chacune des diverses parties de la théorie de l’équilibre, démon- 
trées jusqu’à présent dans ce traité , est liée à un problème fondamental , 
dans lequel on considère l’action de deux forces, dirigées dans un même 
plan , et où on se propose de trouver, soit la résultante de ces deux 
forces, soit la force qui peut leur faire équilibre, après s’être assuré 
que cette dernière force doit agir dans le même plan qui renferme les 
directions des deux autres ; et on a vu que les équations d’équilibre , 
déduites de la solution de ce problème fondamental, ne sont autre chose 
rjue des équations de condition qui , lorsqu’elles sont satisfaites , 
donnent la certitude que les forces peuvent se réduire à une ou plusieurs 
couples de forces égales et directement opposées. 

J’ai, ainsi, établi les conditions de l’équilibre des forces quelques soient 
leur nombre, leurs intensités et leurs directions, lorsqu’elles concourent 
en un point commun, lorsqu’elles agissent dans un même plan, et, si ou 
les suppose parallèles, lorsqu'elles sont appliquées à un système de forme 
quelconque invariable. Touy ces résultats sont liés rigoureusement au 
premier raisonnement par lequel on prouve que deux forces dirigées 
dans un même plan, ont leur résultante dans ce même plan. 

Les mêmes bases de démonstration me suffiront pour compléter la 
théorie entière de la statique, car je ramènerai toujours la détermina- 
tion des conditions d’équilibre des forces, pour tous les cas possibles de 
leur mode d’action , à celle des conditions d'équilibre applicables aux 
cas où les actions son dirigées dans un même plan ; et , pour faciliter 
et abréger la marche de l’analyse, je vais, d’abord , présenter quelques 
considérations générales sur l’action des forces appliquées à des systè- 
mes d'espèces quelconques, et examiner quelques combinaisons de ce* 
forces quj rendent leur équilibre impossible. 
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336. Une force unique appliquée, soit à un système libre, soit à un 
système qui a un axe ou un point fixe, sans être dirigée sur cet axe , ou ce 
point, doit nécessairement mettre le système en mouvement; la propo- 
sition est manifeste, dans le cas du système libre; nous avons établi, 
en posant les premiers principes de la science de l’équilibre , que les 
systèmes étaient , d’une manière purement passive , des moyens de 
transmission de9 actions des forces, et que l’équilibre d'un système, 
auquel des forces sont appliquées , exige qu’il y en ait aumoins deux 
agissant sur lui. Dans l’hypothèse d’un point ou d’un axe fixe, le système 
étant supposé de forme invariable , le point d’application de la force 
unique se trouve réduit h l’état d’un point isolé , assujetti à se mouvoir 
sur une surface sphérique, ou une surface cylindrique , et alors, d’après 
ce qui a été démontré, art. 90 et suivants, il est nécessaire, pour l’équi- 
libre , que la force soit dirigée sur le point ou l’axe fixe. 

337. Un système libre , d'une espèce quelconque, étant supposé en 
équilibre, cet équilibre doit encore subsister si on rend fixes, un nombre, 
absolument arbitraire, des points d’application des forces; en effet, cha- 
cune des forces dont le point d’application n'a pas été rendu immobile, 
éprouvera , par la résistance des points immobiles, précisément les mêmes 
réactions qu’elle éprouvait de la part des forces appliquées à ces points 
avant qu’on les fixât. Il n’y aura donc rien de changé â l'état des points 
qui restent mobiles; leur équilibre, les intensités, les directions et les 
sens d’actions des pressions qu’ils éprouveront, devront être les mêmes 
qu’auparavant. 

338. Lorsqu’on a ainsi rendu fixe, dans un corps , ou un point , ou 
un axe , si les autres forces peuvent imprimer du mouvement à leurs 
points d’applications, c’est-à-dire si l’équilibre n’existe pas dans le sys- 
tème dont un ou plusieurs points sont devenus immobiles , on doit en 
conclure qu’il n'existait pas auparavant ; en effet, si l’équilibre avait eu 
lieu , les actions des forces appliquées aux points qui sont encore mo- 
biles, auraient été contrebalancées par les actions des forces appliquées 
aux points rendus fixes; or les résistances de ces derniers points, quand 
ils sont devenus immobiles, remplacent, identiquement , les effets que 
les forces qui y étaient appliquées exerçaient contre les autres forces, il 
est donc manifeste que , si ces résistances ne peuvent pas empêcher le 
mouvement du système, les forces qu’elles représentent ne le pouvaient 
pas d’avantage. 
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339 . L’invctse tle cette proposition n’a pas lieu , c’est-à-dire qu’on 
ne devrait pas conclure de ce que l’équilibre existerait après qu’on au- 
rait rendu un point ou un axe immobiles, que cet équilibre eut existé 
avant ; il est évident que ce point , ou cet axe , en annullant les eflct» 
de certaines forces , peut être placé de manière à opposer des résistances 
qui contre -balancent les actions combinées de toutes les autres forces ; 
et la détermination des positions qu’on doit lui donner, pour remplir 
cette condition, tient à des questions dont je parlerai bientôt. 

3+o. On conclut immédiatement, de ce qui est dit art. 338, que deux 
forces P et Q , appliquées à un corps libre, et dont les directions ne se 
rencontrent pas ne peuvent jamais se faire équilibre , car en traversant ce 
corps par un axe fixe perpendiculaire à la direction de P , et rencontrant 
la direction de Q, le point d’application de P tournera nécessairement, 
art. 336, autour de cet axe. 

Si l'axe perpendiculaire à la direction de la force P se trouvait paral- 
lèle à la direction de la force Q , l’efiet de celte dernière n’en serait pas 
moins annuité puisqu'elle agirait dans un plan renfermant un axe fixe. 

3+i. L’équilibre est encore impossible entre trois forces P, Q et R, ap- 
pliquées à un même corps libre, et dont les trois directions ne peuvent pas 
avoir leurs traces dans un même plan; pour s'en assurer aisément, par le 
théorème de l’art. 338, qu’on fasse passer par les directions de deux des 
forces, celles de P et R _, par exemple, des plans, que je désignerai res- 
pectivement, par plan rr et plan p , parallèles à la direction de Q j on 
pourra toujours mener, par la direction de cette dernière force, un 3®. 
plan qui rencontre, .-T, p , et au moins une des directions de P et de R 
que je suppose être celle de P j décomposant ensuite Q en deux forces 
dirigées suivant les lignes d’intersections du 3*. plan avec --r et p, une 
des composantes pourra, par hypothèse, se composer à son tour, avec 
P , en une seule force que j’appelle II, et imaginant, dans le plan p , 
lin axefixe, perpendiculaire à la direction de II , le mouvement de rota- 
tion aura nécessairement lieu autour de cet axe; donc etc. 

Il est bon d’observer que dans le cas oii la composition des forces, 
dans le plan -T , donnerait une résultante nulle, la résultante des deux 
forces agissant dans le plan p resterait seule, et 11 e pourrait être nulle, 
elle même, qu’autant que P , Q et R agiraient dans un même plan, en 
satisfaisant d’ailleurs, aux conditions de l’équilibre, 

Je 
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Je ne dunue les propositions, démontrées dans cet article et dans le 
précédent , que comme des exemples de l'application du théorème de 
l'art. 338 , dont j’aurai bientôt occasion de faire un usage important , 
car il n’était pas nécessaire de rien ajouter à tout ce que j’ai dit ailleurs, 
pour être en état d’alfirmer que deux forces ne se font équilibre qu’au- 
tant qu’elles sont égales et directement opposées , et que la première 
condition de l’équilibre, entre trois forces, est que ces forces soient diri- 
gées dans le même plan. 

Coéditions dé l’équilibre d’un système ou d'un corps libre , de forme invariable, 
sollicité par des forces quelconques. 

34s. Je continuerai à rapporter les positions de tous les points du 
corps ou du système, aux trois axes coordonnés des x, y et s; j'ap- 
pellerai F y P" etc. les forces appliquées aux points dont les coordon- 
nées respectives sont x' , y , z'j x" y y" , a" j etc. , et Je désignerai 
les angles que la direction d’une force PC"), ((n) étant le numéro de 
son accent) fait avec les axes, des x , désuet des s, parât"), èf("), yC"). 

Cette notation établie , je puis donner les expressions des compo- 
santes rectangulaires des forces P, par rapport k des lignes de positions 
déterminées dans l'espace; la valeur la plus générale d’une quantité de 
cette espèce , est celle des composantes de P, parallèle et perpendiculaire 
k une ligne que je désigne par ligne À, et dont les angles respectifs avec 
les axes des x , y et z sont A , B et C. La première composante ou 
le produit de P, par le cosinus de l’angle que fait cette force avec U 
ligne J, est égale k 

P { cos. et cos. A + cos. ti cos. B -f cos. y cos. C } 
ou à la somme des composantes P cos. a, P cos. 6 , P cos. y, paral- 
lèles aux axes coordonnés, déccftnposëes elles mêmes, parallèlement k 
la ligne A. Cette formule, rapprochée de celles des art. 168 et 169, rap- 
pelle ce que j’ai fait observer, art. 173, sur l'analogie qui existe entre la 
composition et la décomposition des forces et des opérations de même 
espèce, faites sur les moments. 

La seconde composante , égale au produit de la force P par le sinus 
de l’angle qu’elle forme avec la ligne A, a pour valeur 

P j 1 — (cos. a cos, A + cos. 6 cos. B + cos. y cos. C )» j 7 . 

» 9 



1 
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et si on connatt les moments respectifs l, m,n, de P, par rapport aux 
sites dés x } y et z, et la plus courte distance p , entre la direction de 
P et la ligne X, la râleur de cette composante pourra, art. 168, 8e 
mettre sotis la forme ( L cob. A y m co». B 4- n cos. C) : fl. 

343. Si on veut décomposer la forée P en trois composantes rectan- 
gulaires , dont l’une soit parallèle h la ligne X , les deux autres, qu'on 
suppose former un angle droit entr'elles, étant dirigées dans un plan per- 
pendiculaire à Xj la direction, dans ce plan, d’une de ces dernières forces, 
sera arbitraire, si elle n’est pas donnée par l'état de la question; dési- 
gnant par A', ~B' , C' } et par A" , B" , O', les angles respectifs que 
font ces deux composantes avec les axes des x } y , et z } la valeur de 
la composante parallèle à X_, donnée dans l’art, précédent, ne changera 
pas, et les valeurs des deux autres composantes, seront: 

* ' » . ' , 

P (cos. a cos. A* + cos. fi cos. # /l 4- cos. y cos. C) 

P ( cos. a cos. A" 4- cos. ÆVos. B" + cosi y cos.'C") 

- , ^ 1 • • , f ■ ♦ ■ ; j • * • • ■ | *» \ +■ 1 1 

Il existe, entre les angles qui entrent dans ces formules, plusieurs re- 
lations connues exprimées par des équations. 

344. Je passe à la recherche des conditions de l’équilibre entre les forces 
V , P" , etc. appliquées h un système de forme quelconque invariable ; 
pour y arriver, de la manière la plus simple, je réduis, par le théorème 
de l’art. 56 , P' , P" , etc. , à trois groupes de forces parallèles , Fun for- 
mé des composantes P' cos. ol' } P " cos. a", etc. parallèles à l’axe des 
te , et les deux autres formés des composantes P' cos. fi , P" cos. fi' , 
etc., V cos. ■/, P*' c os. y"\, etc. respectivement parallèles aux axes des 
y et des a. La force P' cos. a' rencontre le planta en un point que 

je désigne par a , dont les coordonnées sont y 1 et t'j je prends sur les 
axes desjr et des à, à partir de l’origine , les longueurs respectives 2 y 1 
et a et a se trouve au milieu de la droite qui joint les extrémités de 
ces longueurs; jr 'décompose ensuite, <P' cos. a.' en deux forces appli-’ 
quées aux mêmes extrémités, et perpendiculaires au planta ; ce» com- 
posantes sont , art. 220 .égales, chacune, h ■- P' cos V; rt agissent , la 
première dans le plan xy , perpendiculairement à l’axe des y à une dis- 
tance u y' de l’axe des x , l’autre dans le .plan xz , perpendiculairement 
à l’axe des Zjk une distance 2 a' de l’axe des x. 

On jicut ainsi décomposer le groupe des forces P' cos. a', P" cas. a." , 
etc., en deux groupes de forces j P' eus. à! } ~ P" cos. x" , etc., agissants- 
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parallèlement aux .r , l’un dans le plan xy , l'autre dans le plan r z , aux 

Vi •> -.r y . >•: >,> • " Ji' r V • » ■ i ia i ■ ’ 

distances respectives , ,J -J > etc. a z , a z , ptc. de laxe des x. 

Pareilicinentoudcconipiiscra le groupe des forces P'ca^.'fi’, P"cos. fi"; 
etç. , en deux groupes de forces j P' cos. ff , i P" cos. fi" , etc. , agissants, 
parallèlement aux v, l’un dans le plan xy , l’autre dans le planj-c ^ aux 
distances respectives a.r', a e", etc. a z' , a z", etc. de t’aie deè y j ’ 
pt le groupe des forces P' cos. y' , P" cos. y" , etc. en deux groupes 
^c forces j P' cos. y' j \ P" cos. y" , agissants, parallèlement âiux z, 
l’un dans le pian x z , l’autre dans le plan y s, aux distances respectives 
î d, u", etc. -2 y", cfc. de l’axe des z. 

Toutes les forces , ‘qui agissent sur le système, dans des plans 'et dans 
des directions quelconques seront donc remplacées , ultérieurement,’ 
par îles force? i agissants dans les trois plans coordonnés seulement, et 
partagées , sur chacun de ces plans, en deux groupes de forces respective- 
ment parallèles, aux axes que renferment ces plans. 

345 . Il est évident, d’après cette disposition, que si l’équilibre a lieu 
sur chacun dés plans’ coordonnés, il aura lieu dans le système entier, et 
les conditions de cet équilibre sotit, art. r4i, exprimées, sur les plans 
des xy , xz ely z, par les équations respectives 
è^(Pcos.a) = o;è^(Pcos.rf' > j = o;j^i P(2^cos.a — 2Tcos.tf) j — o 

t ïî^ co ** f a " cos * f ^ ® 

^(Pcos. fi) = o; x 2 ( Pcos.^)=so; T r J P (2 : cos. if— a/ cos. y ) ( =0 
il faut se rappeler que 1'éqpilibr.e ne saurait avoir lieu , pour l'un quel- 
conque de ces plans, si les trois équations, qui s’y rapportent, n’étaient 
pas satisfaites, chacune en particulier, puisque, art - M 2 < unc seule de 
ce* êqjiafipn», qui c’aurait liqq, jp^uerait que les forces, agissant 
dans ce plan, ne. peuvent pas se réduire à deux forces égales et directe- 
ment opppiftCS, . .. ... , • . ... • .. 

3 q 6 . Ces neuf équations n’en forment réellement que six differentes 
entr’elles ; ainsi l'équilibre dp systêqn^sera assuré j-lorsqu’on aura entre 
les forces , les. angles qu’elles .font Jtïcc les axes , et les coordonnées de 
leurs pointe d’application , les équations .!. r ' -, j. , , t - l. ('• ) 

(vi) ... 1 £■( P co».’ a) =t= o ; £( P co s. fi) ~oj £( P cos. 7 ) = o 
"t ï j P (y cos. a — x cos. fi) | =0; 

(i) iS\ P {x cos. y — z cos/a) } =6; ' ’ ' " "" 

’ . it'V. l->.. L S X P C* *“*«¥*. XjlT.% ,.T- . • j 
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qui expriment l’égalité à zéro. i° de chacune des trois sommes des com- 
posantes, prises parallèlement aux axes coordonnés; a 0 de chacune des 
trois sommes des moments par rapport aux mêmes axes. 

347. Non-seulement ces équations assurent l’équilibre , lorsqu’elles 
ont lieu, comme je viens de le démontrer, mais il faut encore qu’elle* 
soient toutes satisfaites, pour que cet équilibre existe, et c’est ce dont 
on s’assure, très-aisément, par le théorème de l’art. 338 ; en effet, il y 
aurait , nécessairement , sur chacun des plans coordonnés , pour lequel 
les équations de l’art. 340 , relatives h ce plan, ne seraient pas toutes 
satisfaites, une force libre; si les trois plans coordonnés se trouvaient 
dans ce cas, où toutes les forces, agissant dans ces plans, seraient diri- 
gées sur l’origine des coordonnées et pourraient se composer en une 
seule résultante, qui , art. 336 , mettrait , nécessairement, le système en 
mouvement , où l’une au moins , de ces forces , ne passerait pas par 
l’origine, et alors, rendant fixe l’axe coordonné perpendiculaire au plan 
qui renfermerait la direction de cette force , les actions de celles qui 
auraient leurs directions sur les deux autres plans coordonnés, seraient 
annullées, et il est manifeste que le système tournerait autour de l’axe 
rendu fixe, soit en vertu de la force unique, soit en vertu de la couple 
existant sur le plan perpendiculaire à cet axe. 

Si les équations d’équilibre étaient satisfaites sur un des plan coor- 
donés sans l’étre sur les deux autres, les forces ou les couples, agissant 
dans ces deux derniers plans, ou se composeraient en une seule force, 
ou fourniraient deux forces dont les directions ne se rencontreraient pas, 
et , dans l’un et l’autre cas, art. 336 et 340, l’équilibre serait impossible. 

Enfin si les équations d'équilibre étaient satisfaites sur deux des plans 
coordonnés, sans l’être sur le 3 e , la force, ou la couple, agissant dans 
ce 3 * plan , mettrait nécessairement le système en mouvement. 

Ainsi il est indispensable , pour l’équilibre, que la totalité des équa- 
tions, posées] art. 346 et 346, soit satisfaite. (*) 

(’) J'ai supposé , dans les démonstrations qui occupent les art. 344, 3 ^ 5 , 
346 et 347, et qui me paraissent nouvelles, que les composantes des forces P 
cos. iz , agissant parallèlement aux x , dans les plans des .r v et des xx, étaient 
prises de manière i être égales enlr’elles et è ÿ P pos. a , et qu’on obtenait, 
par un mode pareil de décomposition , des forces L P cos. jf, ; P coi. '/ , 
agissant parallèlement aux y et aux s , dans les plans des xy , des y x, et 
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348. D'après ce qui a été dit, art. 141 et 14a, et d’après la marché 
de raisonnement qui m’a conduit aux équations de Part. 346 , on voit 
clairement h quoi se réduisent, ultérieurement, les conditions énoncées 
par ces équations ; elles expriment que des forces en équilibre, sur un 
système de forme invariable , peuvent se réduire à trois couples de forces 
égales et directement opposées, chacune de ces couples se trouvant pla- 
cée sur un des plans coordonnés. Il est manifesté que lorsqu’on a vérifié 
cette destruction de forces pour une certaine position des plans coordon- 
nés elle doit se retrouver, dans toutes les transformations qu’on peut faire 
des axes sur lesquels ces pfans se coupent; car, s’il en était autrement, 
on pourrait remplacer les forces en équilibre, immédiatement appliquées 
au système, |>ar des forces agissant dans des plans coordonnés, situés de 



des xi. Cette hypothèse simplifie les raisonnements, mais je serais égale- 
ment parvenu aux équations de l'art. 3+6 , en établissant eutre les forces trans- 
portées sur les plans coordonnés, parallèles à un même aie et provenant d’uue 
même force P coe. a, P cos. fi, ou P cos. y, prise dan» l'espace, iin rapport 
quelconque égal à celui de deux nombre» arbitraires os et n. Voici, en pea 
de mots, comment rin s’en assure : prenant sur les axes flei s et des jr, respec- 

, m 

tivement , des points dont les distances à l’origine soient z (t-) )ety (t-+- — ), 

on pourra remplacer la force P. col. et en appliquant à cer pointr , des foacjfs 

, Pm cos. cl, . ' 1 

parallèles aux x , savoir : — - , , agissant dan» 1* plan xz , 



Prj cor. st 



”» + « 



m n 

> [J '-.il) • il ■ 



agissant dans le plan xy. Prenant ensuite sur les axes des a et des x , respec- 
tivement , des points dont les distances à l'origine soient a ( 1 + — ) et * ( s+-~), 

w n 

on pourra remplacer P co*. 6 en appliquant à ce* point* des forces parallèles 
Pncot.fi , • , ' *» Pmtot.fi ■_ "'J- /»♦ 



— , dans le plan xy y et - 



— dan* le plante. Enfin, 



au» v, «avoir : - 

J n + m *irr-- *• >J* n + m. 

appliquant à de» point* pris sur le» axes des y et des an» distances respec- 
tives de l’origine y ( i 4-' — ) et x ( i 4 J , les forces parallèles aux z \ 

b il* ■ ^ . ■ ’ . r 

Pmcos.y V » . Pncto^y:, , , t .. .. 

* _ i _ — dan * planta, et : — — dans le plan Xz. cès force» Tfixr- 

• , • - u> > k. u . ... 

placeront P cos. y, 

T . 1 , > . 

Posant entre 1rs forces , ainsi transportées sur les plans coordonnés , les équa- 
tions d’équilibre correspondantes à celles de l'art'. 34 S , les arbitraires m et n, 
a ilimineront d’elles œvmei St ou obtiendra 1er équationl de l'art. 3s6. 



I 

1 
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i»Ô9 f i t m c * t a ,i, r r. 

mtfùfrc que lp groupe dp frrfpt ^ iÇff(>Iw..ne 

fGWf. pas f-qu ijH[bcQ pap tli -ntpn>e ; .ma,# ,i’ rt* déwotyré t U 'équi. 

libre du système serait -impossible , ainsi c*t équilibre existerait ctnVxis- 
ferait pas, donc, ^c. , 

r -, 34p-i-’é.vid/çtipe «le ççue.çondusmu tient part-iciilit'ie^m'nt aja «arclje 
qqe j'ai suiyiedaas Iwjxptives.dq» proposipoutj dd«CM'qpf,W c « < »i rç. 
4ati,v<5B, ir. M’équilibre d’un iyst#y»PA‘. n W«s si ^n v«ula»t dényintrer 
diatemeot, que, lorsque les équatious d'équilibre «^udieu par rapport k 
des plans coordonnés de positious déterminées, elles opt aussi lieu pour 
d'aubes. pl»«nfienwdiprm‘>. plaça» (i»»'bitrairewivt dawAVwîC* le? théq- 
•»«. »£?.* j *7«S»i ct 3«f,,fomnMrjwç«w» le mqyeq : d,>rrjiYqç, trça, 
ftromptfnieirt k’iq, démons rat|«tu qb?r«l*ée ,.qi«„Wf|,lç,?pçqtqf»'d^ çç* 
tht*orütnc 6 r çcrJit coinplKjuép. • . , . . . .. 

''Pour prouver d’abord que des équations delà force £ (P (os. *)rro, 
£(P'co&.iïy=?6,'2 (P cos. y)=:o, ont Heu 'par rapport ié tout svSt 
Vente de plans coordonnés ,'autrc que celui sitr 'lëiiüel efleS'ont été vé* 
filées cq prfnucp heu, je slippgse guy res nouveaux ? xp des Xj^ et 
ohaçun qp .partjouJiqr ,,qKpq k-s,anç'w weü.dea.^.,^,^ «i» 
les angles respectifs A , B , C j A' , B' , C ; A", B" , C" j on aura les 
Sommes des composantes, parallèles aux nouveaux axes, en substituant, 
dans les' expression» des *rf. 3q» et 34 3y 3( P eb»: a )> £( P et». ÿ ), 
St/'cos.y 1 , \P,Ç Pf ■ 0 ..£*%£, ,p cos, y ètoh Vflitflpe çej, yx^rç^ons 
seront , chacune en particulier, égale k zéro, puisque , par l’état de la 
question , on a 2 (P cos. a) — o, £ÇP cos. 4") r=o, £*(P Cos. y) = 6. 

Passant aux éqiiations des moments ,^qui sont o, » = o , si 

on, désigne ppy ds P !&{M?.«ÏW'W l i^K'^ iv t ^ «H 4 VfWnt|.p?r.fapr 
port aux axes de* t a JfiJW*» je nomme a , b } «t ç,. Je? coordonnées 
de la’ noùveflè origine, iwfpactiliefttérit' parallèlès aux çe^jrcl j' primi- 
tives et i'observoqucsr les nouveaux axes étaient- parallèles aux anciens, 
les nouvelles spmqiçs des moments, dpgt les valeurs ont été données art. 
179, seraient nulles, puisque, par hypothèse, Ona À = 0, // = o, » = o; 

/Onfl* f'M?* W c *'7)^° 1 

mais , art. 171 , la somme des carrés 'dés moments est constante pour Te, us 
les systèmes des axes coordonnés qui se contient en un tnfine ptffnY. On 
a dqnc, .en dînant, par L , ,, M ( , N, ^Wmomcms reqpcctlïg , par 
rapport* trois q * e ? 1 i?^ !9B ^ f°l‘ r 
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coordonnées, a, b et c, et qui sont, d'ailleurs, situés d'une pianièrq 
quelconque , et conservant h L , M , N la signification qui leurs a été 
donnée art. 169 , £* + M' '+ JV» = L* + M* -p'èV;* ,• d’oft on conclut 1 
L * ,+ Mf + Sÿ fti puisqM-’w » » , par hypothèse», Ji—rO, MjBfÇiiNjstK ) ; 

or Ips carr^Z/,., V/^M/Vj’ ét^nt.de» quant itiSs l qss^;iUio|leq)f4Jt.po«àtiy.9s 1 
leur somme pe peut pas être zéro , sans que chacun d,’fuxqe lq soit ,-cn 
particulier, d'où X,,c=o t, ^/,==o, A',==q. C. Q. F. 11 . 

3 flQ- Les équatiop* A' ( ! Pcoe.a)—q r X {l’eps. ÿ)~o,£,(P coa. y )~p, 
sont, art. 7», les mêmes qq’.o» avp^t^pq^.^ïprjjjjfr ^ cqAdftianjp dp, 
l’équilibre <lps forces , ,si. fies fbrfiçs étaient, ^outc^ 
des coordonnées, parallèlement auz d'rections quieile.s oqt 4 Jours points; 
effectifs d'applications; d’un autre part, d'après ce. qui est démuntrq 
dans i’articlç précédent, des équations, de même fortpe, existent entre 
les. forces et, jours érections p quojqne $qjt je poipt de,, l'espace quipu, 
prenne pour origine des coor drainées ; «jf s . foraçjt en éqiiilihçp.sqr, mij 
sjS*ême libre r de . forme .quelconque invariable ^sprsicnp «kmc,,çrifiorc. 
en équilibre , si, conservant leurs intensités, leurs sens d'action, ,el les, 
angles qu’elles font avec les axes coordonnés , on les appliquait toutes, 
à un même point, prrs arj>itraivfitnqnt dans ljcspqpe. 

u i l , : - : 1 1 >*•> 1 »■,’> .* >;>•. - : t> <| :> 1 \ vue s-.; -r.q 

Composition «les forcer appliipiSct Si fit) * y U thn e de ‘fctriht* quoleonque. Ktjtitr^ 
lion de condition «jui doit être satisfaite pour .que ces forces aitjnquce résul- 
tante unique. 

r . 1 



, suivant^des di^ctiops quel- 
les décompositions expliquées 
drr'es qui ont leurs «Ulcérions 

dans les plans, coordonnés ; ai. la système n'est pas en équilibre chacun 
des groupes de forces , dont je viens de parier, pourra se composer en 
une résultante ou en une- couple ; supposons trjtdun ait ilrsTosuitaqtes 1 
non -accouplées , désignées per fi r , «trie plan àty -qrtr tts, y. sur lepiaii 
tco, et paç /(.*,, au r.Jei plus y?' s ; rfpréænCato par A, .oqt^,, respetti*- 
vcmeiit , les ^sommes des moments des forces par rapport aux axes des 
* des y et «les ; , et faisant 2 ( J' cos. a^est.Y, X{ P^à*. 6) ~F. et 
£ÇPç\».f ) =t=^,i les valeurs. ut les dmraiions de Ji/J R^,\et B„ rt , se 
déleanineroiit, acti s39u ptu - kft «'quattow ! , , -ol ■ jo > -r . •• 



35 1. Les forces appliquées au système 
conques, se trouvent, lorsqu’elles ont subi 
art. 844 , remplacées par des groupes dê’f 
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/J,=i(^+r»)i- R, t =xx*+z>)ij *„,=*< r*+z*)* (,/) 

»■ — ( Xj — Yx)—o;n — (Zx — Xz)=^ojÀ — (Y 2 — Zj)~o . . . (fi) 

35 2 Ces trois forces R , , fi„ , fi,„ , agissant dans les plans coordonnés^ 
peuvent toujours être réduites k deux, soit par le moyen indiqué art. 341, 
soit par d’autres procédés et le problème de cette composition est en 
général indéterminé ; mais il y a, aussi , une infinité de cas qui donnent 
une résultante unique et qu'il est important de reconnaître par les rela- 
tions particulières , qui existent , alors, entré les données du problème; 
pour trouver ces relations , j’observe que si cette résultante imique, que 
je désigne par R , existe, elle doit être capable, ou de remplacer toutes 
les forces du système, ou de leur faire équilibre, suivant le sens dans 
lequel elle agit. Ainsi en lui donnant le sens d'action convenable , les 
trois sommes de ses composantes et de celles de toutes les forces , prises 
parallèlement k chaque axe, doivent être, séparément, égales à zéro, 
et les sommes de ses moments et de ceux de toutes les forces, doivent 
aussi être nulles, par rapport k chaque axe en particulier, puisque les 
équations d’équilibre de l’art. 846 ne sont que l'énonciation de ces di- 
verses conditions ; nommant donc , a , S et y, les angles respectifs formés 
par les directions de R et par les axes, des x des y et des t, faisant 
S (Pcos.a)-X , X(Pcos. 6 ) = Y> JE (Pcos. y)z=cZ, et désignant 
par p et r, respectivement, les sommes de» moments des forces P, 
par rapport aux axes des x, y et c , les équations d’équilibre de l’article 
346 deviennent 

(yé') . . X — R cos. « = o; Y — R cos. If = o;Z — R cos. y = o 
(fi) . . À— (Yz— Zy) = o;/x— (Zx- Xz)=o; v— {Xj— JTx)=o 

les trois dernières qui appartiennent aux moments , et qui sont , en même 
temps, les équations des projections de la ligne de direction de R sur 
les plans coordonnés , se trouvent identiques avec les équations (fl ) , des 
directions de fi,, R„, fi,„, données, art. 35 1 ; ces dernières direction» 
sont donc les projections orthogonales de celle de R sur les plans coor- 
donnés, et si, comme on le suppose , toutes les forces du système (que 
fi, , fi„ et fi,„ peuvent représenter ) ont réellement , pour résultante 
unique , la force fi, les équations des directions de fi, , fi„, fi,„, sur 
les plans coordonnés, qui, dans ce cas, sont, comme On vient de le voir, 

1rs 
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les équations de la direction de cette résultante unique, dans l'espace, 
doivent satisfaire aux conditions d'après lesquelles trois équations entre 
x , y et a appartiennent à une même droite; la recherche qui nous oc- 
cupe , se trouve donc réduite h des considérations de pure géométrie. 

Les conditions dont je viens de parler, consistent dans une certaine 
relation entre les constantes des équations ( B ) , qu’on trouve aisément, 
en les ajoutant, après avoir multiplié par À', celle qui contient Aj par 
V, celle qui contient u , et par Z , celle qui contient v ; les termes va- 
riables disparaissent de la somme, et on a, entre les quantités connues, 
l’équation unique , , . , 

A X+rt V+u Z = o (C) 

que j'ai donnée, le premier, et qui se trouve dans le plan raisonné de 
mon cours (*) publié an l'an IX (1800); M r . Poinsot l’a ensuite, déduit 
de sa théorie des couples j voyez le traité de statique qu’il a fait im- 
primer en l’an XII, (i 8 o 3 ) , et le tome 6 du journal de l’École Polytech- 
nique mis au jour en 1806. 

3 - 53 . Voici des rapprochements curieux entre l’équation de l’art, pré- 
cédent et la théorie générale des moments exposée art. i 5 " et suivants. 
J’observe, d’abord, que, lorsque celle équation a lieu pour un système 
d’axes coordonnés dont l’intersection commune est h un point déterminé 
de l’espace , elle a aussi lieu pour tout autre système d’axes coordonnés 
ayant leur intersection commune au même point. Cette proposition , 
dont la vérité est déjà assurée par des considérations mécaniques, peut 
aisément se vérifier, par des considérations purement analytiques, au 
moyens des théorèmes drs art. 168 , 3 qa et 3 q 3 ; ensuite , si , dans l’équa- 
tion de l’art. 184 ,on suppose que le moment maximum K se rapporte 
à l’origine dcsx_,j'ct s, c'est-à-dire au point pour lequel onaa = o, 
A = o, c = o, 0 sera l’angle formé par l’axe du moment maximum , rap- 
porté à cette origine, et par la direction de la résultante générale R. 
L’équation de l’art, précédent exprime donc, que, lorsque la résultante 
est unique, cet angle 0 doit être un angle droit. De plus A X+pt V+vZ 
étant une somme constante par rapport à tous les points du système 

(*) Plan raisonné de la partie de renseignement de C École Polytechnique , 
qui a , pour objet , l'équilibre et le mouccmeat des corps. Par M. DE PaON Y. Pari» 
An IX (1800). 
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puisque la seule quantité K, de l’équation de l’article cité, renferme les 
coordonnées a , b , c, variables d'un point à l’autre de ce système, si 
cos. 0 est zéro, pour un de ces |>oints, il le sera pour tous les autres, 
et K cos. #= o sera applicable h l’étendue entière du corps. On prouve 
ainsi par des considérations purement analytiques que , lorsque l’équa- 
tion de condition de l’article précédent , est satisfaite , en rapportant 
les moments A, p et v & une origine et & un système d’axes coordonnés 
particuliers , elle doit l’étre encore pour toute autre origine et tout autrç 
système d’axes. 

Enfin, art. 186 et 194, la somme des moments des forces , prise, 
relativement à une parallèle quelconque h la direction de la résultante 
générale R , et la valeur du moment minimum maximorum , sont, 
l’une et l’autre , égales à zéro dans le cas où les forces, appliquées au 
système, ont une résultante unique. 

On voit, par ce rapprochement , et par les résultats généraux de la 
théorie démontrée depuis l’art. 84a , comment les propositions, démon- 
trées sur les moments, qui n’étaient d’abord que des vérités purement 
géométriques (comme je l’ai observé art. aoo) se trouvent liées aux 
questions dans lesquelles les actions des forces entrent en considération. 

304. Lorsque l’équation précédente est satisfaite, l’intensité, ladirec : 
tion et le sens d'action de la résultante unique, dont cette équation 
assure l’existence, se déterminent aisément par les équations^') et (B) 
de l’art. 35a, les équations (//') donnent 

* K Y 2 

Jt=±(X* + y*+Z*y = — jç-j cos. 0= A cos.y=— . 

et les équations (B) sont celles de la ligne de direction de R. 

La somme des moments des forces est nulle tant par rapport h la ligne 
dont je viens de déterminer la position que par rapport k tontes les droites 
qui pourraient la couper sous des angles quelconques. 

355. On peut remarquer que les équations (/#), de l’article 35f , 
donnent R, 3 + R,* 4- R,, 3 = ( X 2 + Y 3 + Z* ) , d’où on conclut 

*= ( R 3 + r , 3 + R,,, 3 )Vr 

356. Dans le cas 0(1 l’équation de condition (C), de l’art. 35a, ne serait 
pas satisfaite , et où , par conséquent , les forces du sy .téme ne pourraient 
pas être remplacées par une résultante unique, en a un moyen, digne 
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d'attention et que j’ai expliqué, art. 178, de le» composer en une seule 
force et une couple; ce moyen consiste à faire pa*ser, par l’origine des 
x , y et s j (qui peut être un point quelconque attaché au système ) des 
ligne» parallèles aux directions de toute» les forces P , et à faire agir,, 
en sens contraires, sur chacune de ces iignes, deux forces égides entr’ellçs 
et il la force P qui leur est parallèle. 

Celte disposition ne change rien k l’état du système, comme je l’ai 
observé k l'art, cité, mais si on compose en une seule résultante R , toutes 
les forces appliquées k l'origine, qui ont le même sens d’action que leurs 
correspondantes dans le système, il ne restera plus que des couples de 
force» susceptibles d’être composées en une couple unique, ainsi que je 
vais le démontrer. 

r 

Des couplet des forces , qui agissent dans des plans différents. 

357. J’ai donné , art. 238, la définition de ce qu’on entend par couple, 
et il suit, de cette définition, que pour exprimer les conditions de l’équi- 
libre entre plusieurs couples agissant, dans des plans différents, sur un 
système de forme quelconque invariable, i! su (fit de poser, entre les 
forces qui composent ces couples, les trois équations (b) de l’art. 3q6 
qui se rapportent aux moments des forces, puisque les trois équations 
(a) sont satisfaites à priori, les sommes des composantes parallèles aux 

• axes étant évidemment nulles lorsque les forces, en nombre pair, sont 
deux-k-deux, parallèles, égales, et dirigées en sens opposés. 

358. Soit x l'intensité d’une des forces é'gales qui composent une 
couple , e la distance entre leurs directions, $ l’angle que forme, avec 
le plan xy , la droite perpendiculaire au plan de cette couple, (c’est-à- 
dire, au plan dans lequel agissent les forces *), droite que j’appellerai, 
dorénavant, axe de la couple , et rt le complément de l’angle que for- 
me, avec l'axe des x, la ligne d’intersection du plan de la couple et du 
plan xy, que je désignerai par ligne (ï?) , je puis, d’après ce qui est dit, 
art. 244, donner, k la couple, une position arbitraire, dans son plan, sans 
rien changer k son efTet sur le système , et je la place de manière que la 
direction d’une des forces x coïncide avec la ligne (ri) ; dans cet état , nom- 
mant/? la perpendiculaire menée, de l’origine, sur la ligne (»?) le moment de 
la couple, par rapport k l’axe des i ,aura pour valeur *(/? + esin.0) — xp, 
çu k e gin. P , ses moments par rapports aux axes des x et des y seront, 
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respectivement * t cos. >7 cosin. et x e sin. r, cosin. ces valeurs sont 
on ne peut pas plus aisées k vérifier, en observant que les distances entre 
les directions des forces de la couple , prises parallèlement au plan xy 
et à l’axe des a _, sont, respectivement , e sin. $ et e cos. tp, et que celle 
de ces forces qui est placée dans le plan xy , a ses moments égaux à 
zéro, par rapport aux axes des x et des les composantes respectives 
de l’autre force, perpendiculaires aux mêmes axes, étant x cos. 7; et* sin.)?. 

359. a , G et y , désignant, respectivement, les angles formés par l’axe 
de la couple et par les axes des x , des y et des z , on a, article 28, 
cos. 77 cos. <p = cos. a, sin. 77 cos. <p~ cos. G , sin. <p = cos. y , et en in- 
troduisant ces valeurs dans les expressions de l'article précédent , on 
trouve que la couple *f donne, par rapport aux axes des x , des jy et des 
x , les moments respectifs * e cos. a. , x e cos. G , * e cos. y. 

360. La distance p a disparue de ces valeurs, qui ne contiennent que 
le produit x e et les quantités angulaires; ainsi les moments d’une couple, 
par rapport aux axes coordonnées , restent les mêmes non seulement 
lorsque la couple prend toutes les positions possibles , dans son plan , 
niais encore lorsqu’on la transporte de ce plan sur un autre plan quel- 
conque qui lui est parallèle. En général l’efFct d’une couple, sur un sys- 
tème, est indépendant, tant de la position de son axe (lorsqu’il demeure 
parallèle à une ligne fixe) que de la position du point d’intersection 
de son plan avec ce même axe. 

36 1. J'ajouterai que le moment d’une couple * f , par rapport à une 
ligne tracée arbitrairement , sur un plan perpendiculaire à son axe, ou 
parallèle à son plan, est toujours égal à zéro; cette proposition peut se 
déduire des valeurs trouvées, art. 358 et 359, 8 U * se réduisent, dans ce 
cas, au produit de * e par une quantité nulle, mais on voit, sur le champ, 
sans recourir à ces valeurs , que la somme des moments des deux forces 
de la couple, par rapport à toute ligne tracée dans un plan parallèle au 
sien , sera , nécessairement , composées de deux termes égaux et de 
signes contraires. 

, 362. D’après ce qui précède, si on a un nombre quelconque de 
couples, appliquées à un système de forme invariable, l’axe de l’une de 
ccs couples, désignées par xe , faisant avec les axes des x, des y et des 
z j les angles respectifs a , G et y , on aura art. 309, pour les sommes 
respectives de leurs moments par rapport aux axes des x, dcs_y et des 
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*j les valeurs Z(*ecos.a), à£(;eecoa. 6) , X(xeco$ .y), et, article 
35y, les conditions de l'équilibre de ces couples seront complètement 
exprimées par les trois équations (b ) de l’art. 346 qui deviennent , dans 
le cas dont il s’agit ici, 

X (xe cos. a) =0; X(xe cos. = oj X(xc cos. y ) = o 

363. Si les couples ne sont pas en équilibre, on ne peut ni les rem- 
placer ni leur faire équilibre par une force unique qui donnerait, paral- 
lèlement aux axes, des composantes que le système des couples n’a pas; 
il n’y a donc qu’une couple qui puisse remplir ces conditions, et en 
désignant , par P , l’une des forces qui la composent , par e la distance 
entre les directions de ces forces, et par a, S , y, respectivement, les 
angles que forme son axe avec les axes des x ,y et t , on a les équations 

JT t cos .a — X (*e cos. a ) = o 
P t cos. S — X ( x e cos. ÿ) = o 
JT t cos. y— X ( xr e cos. y ) = o 

les lettres * , e, a ,fi, y sous le signe X , représentant les quantités accen- 
tuées*', x" , etc. e', e", etc. a', a", etc. qui se rapportent à chaque couple. 

En désignant par X,, X,,, X,,,, respectivement , les sommes qui 
forment les a” termes de la i rc , de la a e et de la 3 e de ces équation, on a 

aT,= \X> + X„* + X„>\i 
X, x„ x,„ 

cos. a = : cos. o = ; cos. y = 

le 1 e 1 e 

l’une des deux quantités JT et e est arbitraire, et l’axe de la couple Pe 

peut être dirigée par un point quelconque de l’espace , pourvu qu’il fasse 

avec les axes coordonnés, les angles qu’on vient de déterminer. 

364. On revoit dans ces équations, entre la couple résultante et les 
couples composantes , exactement les mêmes relations déjà trouvées, 
art. 170, entre le moment maximum et les moments des forces quel- 
conques appliquées au système ; les mêmes équations prouvent aussi , 
ce qu’on savait déjà, art. \yh et 36t, que la couple résultante n’a .de 
moment par rapport à aucune ligne tracée dans un pian perpendiculaire 
à son axe, ainsi la théorie à laquelle l’art, cité appartient, a une liaison 
intime avec celle qui fait l’objet des art. précédents. 

365. 11 est aisé, d’après les formules de l’art. 363, de remplacer toutes 
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le* force* appliquée* à un système , par une force, non accouplée, et par 
one couple, dans les cas où on ne peut pas obtenir de résultante unique. 
Pour cela on appliquera , à l'origine , des forces égales et parallèles à celles 
du système, ainsi qu’il est expliqué art. 178 et 356; on aura ainsi & l’ori- 
gine, une résultante générale R j de toutes les forces qui y agissent dans 
le même sens que leurs correspondantes dans le système, laquelle se dé- 
terminera parles formules de l’art. 65. Il restera ensuite autant de couples 
que de forces primitivement appliquées au système, et chacune de ces 
forces , sans avoir subi aucune espèce de changement , fera partie d'une 
des couples. Considérant, ensuite, que les moments des couples sont les 
seuls moments du système, puisque les forces déjà composées sont ap- 
pliquées à l'origine , et que , de plus , une des forces de chaque couple 
passant par la même origine, le moment de cette couple est identique 
avec le moment de l’autre force, on a, en donnant à A, u, vies signi- 
fications convenues art. 35a, £,— Aj E„=ft, JK,„ = v , et les couples 
introduites dans le système par 1 rs opérations indiquées ci-dessus, se 
composeront, en une seule re, qu'on déterminera en substituant dans 
les équations de l’art. 363, pour S, , £„ , £„, , les valeurs qu'on vient 
d’assigner, et le résultat de la substitution donnera 



cos. 




cos. S — 



f 1 . 
Tê J 



co,.y=-r7 



Celte couple /’e , et la force /?, pourront remplacer toutes les forces 
du système, ou leur faire équilibre, suivant les sens dans lesquels on les 
fera agir. 

366. L’angle formé par l’axe de la couple JT» , et par la direction de 
la résultante R, a pour cosinus 

AX+vK+>Z 

ICH 



Lorsque cet angle sera droit , le plan de la couple se trouvera paral- 
lèle à la direction de R , et ce plan pourra, art.36o, être placé de ma- 
nière h renfermer R. Les forces de la couple se composeront , alors, avec 
R, en une résultante unique, et comme la condition de l’existence de 
cette résultante est que le cosinus , dont je viens de donner la valeur, 
(oit égal à ïéro, on l’exprime par l’équation 
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AX + & F + vZ = o 

c’cst celle qui a été déjà trouvée , art. 35 a , pour exprimer la même 
condition. 

367. La partie de la théorie des couples , exposée dans les articles 
précédents , y a été considérée comme une conséquence de la théorie 
de l’équilibre d’un système de forme quelconque, démontrée depuis 
l’art. 342 jusqu’à l’art. 356 ; cette méthode a réuni les avantages de faire 
faire aux élèves , en peu d’instants , une étude utile et de fixer plus long- 
temps leur attention sur une des parties les plus importantes de la stati- 
que ; cependant toutes les propositions relatives aux couples peuvent se 
rattacher immédiatement aux premières notions sur la composition des 
forces, et être ensuite employées, comme bases de raisonnement, dans 
la recherche des vérités dont je les ai déduites comme corollaires; c’est 
là ce qu’a fait M r . Poinsot , dant sa statique , et dans le mémoire cité 
art. 199 où il a le premier, présenté une théorie des couples, également 
neuve et complète , avec ses principales applications. 

De l'équilibre ri’un système de forme invariable , lorsqu'il y a , dans ce sys- 
tème , un point ou un asc fixe. Pression du point et de l’aie fixe. Forces qui 
peuvent établir l'équilibre lorsqu’il n'existe pas. 

368 . Un système, ou un corps, de forme invariable, étant supposé 
avoir un point fixe, je pui 9 , sans nuire à la généralité des résultats, 
prendre ce point fixe pour origine des coordonnées; continuant d’ailleurs 
à me servir de la notation convenue art. 342 et 35 t , et réduisant, par 
les décompositions expliquées art. 344, toutes les forces appliques aux 
différents points du système, ou du corps , à des composantes qui agis- 
sent dans les plans coordonnés , j’ai , dans ces plans , les résultantes 

^ Il > R III J dont on trouve, art. 35 1 , les valeurs , données par les 
équations (A ) , au-dessous desquelles se trouvent les équations (B) des 
lignes de direction de ces forces. 

Il faut, pour l’équilibre, art. 14.6 et 146, que chacune des forces B, , 
« III * 1 , 1 , soit dirigée sur le point fixe du plan dans lequel elle agit, 
(ce point est , ici , le même pour les trois plans, c’est l’origine commune 
de x , y et : ) et on exprime cette condition , en égalant à zéro le terme 
constant de l’équation de la ligne de direction de la résultante, l'origine 
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des coordonnées étant au point fixe ; ainsi , l'équilibre du système, ou du 
corps, de forme invariable, retenu par un point fixe, a lieu lorsque les 
équations suivantes sont satisfaites 

? = 0 J ft — oj Y = O. 

Ce sont les trois équations ( b ) de l'art. 346, obtenues, ici, en égalant 
à zéro les termes constants des équations (/?) de l'art. 35 t. 

369. Les conditions de l'équilibre d'un corps , dans le cas d’un point 
fixe, sont donc communes à ce cas et à celui du corps libre, elles consis- 
tent dans l’égalité à zéro de la somme des moments des forces, par rap- 
port ii chaque axe coordonné , en particulier, énoncée par les trois équa- 
tions À=o, [i = o, r = o\ mais l’équilibre du corps libre exige, de 
plus, que les sommes des composantes parallèles à chacun des axes coor : 
donnés soient nulles, ce qui donne comrpe on a vu art. 346 , trois aiitres 
équations X— 9, Y=o, Z = a, 

3 yo. Lorsque les équations de l’équilibre de l’art. 368 ont lieu par 
rapport h un système de plans coordonnés , dont l’intersection commune 
est au point fixe , des équations de même forme ont lieu par rapport k 
tout autre système de plans coordonnés qui se couperaient au même 
point ; en efTct les sommes des moments, sur les nouveaux axes , res- 
pectivement correspondantes h A, /x et t étant désignées par A, , /t,, y,, 
on aurait, art. 171 , + — /,* +«,* + d'où on conclurait, 

comme à l’art. 349 , A, = o , [t, = 0 , », = o. 

371. Enfin l’équilibre, qui est assuré par les équations de l'art. 368 , 
rie peut avoir lieu qu'autant que ces équations sont, toutes trois satis- 
faites, car, s’il en était autrement, les résultantes R,, R,,, ou une 
partie d’entr’elles, ne passeraient pas par le point fixe, art. 145 et 146, 
et l'axe coordonné, perpendiculaire aii plan sur lequel se trouverait unç 
de ces forces non dirigée sur le point fixe, étant supposé immobile, 
le corps prendrait nécessairement du mouvement autour de cet axe, 
art. 336 ; l’équilibre exige donc, art. 338 , que R, , R,, et R,„ 3 soient 
toutes dirigées sur le point fixe, ou que les équations A=o, [1=0, v=Q 
Soient toutes trois satisfaites. 

37a. Pour déterminer la pression que supporte le point fixe, j 'observe 
que les résultantes R,, R„, R qui agissent dans les plans xy,xi,yi, 
et dont les valeurs sont données par les équations (y/) de l’art. 35 1 , 
étant, par hypothèse, dirigées sur l’origine, ou le point fixe, les compo- 
santes 
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santés de ces forces, prises parallèlement aux axes coordonnés, doivent 
agir dans les directions mêmes de ces axes. Or les plans tj ■ et xz four- 
nissent, chacun, une de ces composantes, égale à j X , dans le sens des 
x , la somme des deux étant X, et on trouvera, de même dans le sens 
des y et dam le sens des « , les forces respectives Y et Z; la pression 
du point fixe sera donc X ‘ •+■ Z' , valeur de la résultante des 
forces X , Y , Z appliquées à ce point. 

Cette pression étant désignée par TI , la ligne, suivant laquelle elle 
se trouvera dirigée, fera avec les axes des x ,y et i des angles dont les 

x y 7. 

cosinus auront , art. 65 , pour valeurs respectives, , -jj- j —jf • 

373. On voit , par ce qui précède , que lorsqu’un système, ou un corps 
de forme invariable , retenu par un point fixe et sollicité par des forces 
quelconques, est en équilibre, la pression du point fixe est la même 
que si toutes les forces du système étaient immédiatement appliquées à 
ce [joint, parallèlement aux directions qu’elles ont sur leurs points eff'cc- 
tifs d’application , et en conservant leurs sens d'action et leurs intensités. 

374. Il me reste à compléter la théorie exposée dans les six articles pré- 
cédents , en déterminant, pour le cas oit l’équilibre autour du point fixe 
n’existe pas, la force qui , suivant le sens d’action qu’un lui donnera, 
pourra, ou établir cet équilibre, ou remplacer les forces appliquées au 
système. Je fais, d'abord, relativement à ces dernières forces, l’opéra- 
tion expliquée, art. 178 et 356 , les nouvelles forces introduites dans le 
système étant appliquées au point fixe, qui est l’origine des x , y et i } 



cette opération me donne une résultante générale fi — \/ X*+ J * + 
dont l'effort est détruit par le point fixe, et il ne s’agit plus que de trou- 
ver la résultante des couples qui restent dans le système ; ce problème 
est celui qui a été résolu, art. 365 , où on a vu que, la couple résultante 
cherchée étant représentée par le produit JTe , sa valeur et la direction de 
Son axe se déterminaient par les équations 

J’e = l''/ t + u 1 + r*j cos. a=-A-y cos. j cos. 7 — ~p 



"TT j. e x e 

cette couple existe donc dans un plan passant par l'origine, ou par le 
point fixe, et formant avec 1rs .r , y et s des angles resp'ectifs, dont les 




sinus sont , ). : V /. 3 + «* + »* ; a : \T /* +ft* + t * ; y : \/ A* + -f On 
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peut supposer qu’une des forces r , qui la composent , est constam - 
ment appliquée au point fixe ( et, dans ce cas, on remplace toutes les 
forces du système, ou on leur fait équilibre à volonté, en appliquant 
A un point, pris arbitrairement dans le plan dont je viens de déterminer 
la position, une force /’, d’intensité pareillement arbitraire, agissant 
à une distance ( /.* + «* + »* ) T : r du point fixe ; ou , si on se donne la dis- 
tance e de ce point fixe à la direction de la force jT , cette force doit 

f 

avoir, pour valeur, (/* + a 1 + r 1 ) 1 : e. Si /'est destinée à établir l’équilibre, 
la pression qu’éprouvera le point fixe , lorsqu’on aura obtenu cet équi- 
libre, se déterminera par les formules de l’art. 372, dans lesquelles on 
introduira la valeur de I' et ses angles avec les axes. On peut ainsi 
profiter de ce qu’il y a d’arbitraire dans l’intensité ou la direction de 
r , pour remplir certaines conditions relatives à la pression. 

375. Ocuppons nous maintenant des questions relatives à l’équilibre 
autour d’un axe fixe.. Je suppose que cet axe est celui des - et , conser- 
vant la notation adoptée depuis l’art. 368 , je commence par remplacer, 
comme aux art. 344 et 368 , toutes les forces appliquées au système par 
des forces agissant dans les plans coordonnés , parallèlement aux axes que 
renferment ces plans , sur lesquels j’ai les trois composantes H , , /?„ , R m , 
dont les équations de l’art. 35 i , donnent les valeurs et les directions. 

L’axe des : étant l’axe fixe, les efforts des résultantes H,, et H,,, sont 
annuités par la résistance de cet axe, et il ne reste plus que la force /f , , 
dans le plan .vy , qui puisse mettre le système en mouvement ; les con- 
ditions de l’équilibre se réduisent donc A énoncer que cette force R, 
est dirigée sur l’axe, ou que le terme constant de la première des équa- 
tions (H ) , art. 35 i , est égal à zéro, ce qui donne pour équation unique 
d’équilibre. 

v = 0 

laquelle exprime que la somme des moments des forces , pris par rap- 
]>ort A l’axe fixe, doit être nulle. 

876. Lorsque cette équation a lieu , l’équilibre est assuré, et il est 
évident que , si elle n’était pas satisfaite, la force R, qui, alors, ne se- 
rait plus dirigée sur l’axe fixe, ferait nécessairement tourner le système, 
ou le corps, autour de cct axe. 

Ainsi , des six équations qui doivent être satisfaites pour l’équilibre 
d'un système ou d’un corps libre., trois suffisent si on rend un point 
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fixe dans ce .système , et il n’en faut qu’une dans le cas d’un aie fixe. 

377. En traitant de la pression de l’axe fixe , je supposerai que cet axe 
est retenu à deux points seulement ; je placerai l’un de ces points à l’ori- 
gine des coordonnées , l’autre à une distance c de cette origine, et la re- 
cherche de leurs pressions conduira h des résultats , qui auront toute la 
généralité que peut comporter une question de cette nature. 

Pour arriver promptement et facilement à ces résultats , je considère 
l'axe de rotation comme libre , et je me propose de mettre le système 
en équilibre, au moyen de trois forces, désignées par N,, TV,,, A’,,, , la 
première appliquée à l’origine des coordonnées , dans le plan xjr, faisant 
un angle tî, avec l’axe des x j la deuxième, appliquée h l’autre extrémité 
de c perpendiculairement à c, ou à ; , et faisant un angle avec le 
plan ou avec l’axe des x, la troisième enfin agissant dans la direc- 
tion de l’axe c ou z. Les conditions d’équilibre entre ces forces et celles 
dont le système éprouve déjà l’action donnent, art. 346 , les équations 

1 7 V, cos. \f/, -f 7 V„ cos. 

TV, sin. \l>, + V V„ sin. — Y 

N,„ «= Z 

cN„cos.i£„=fi 

;*"*■*?“* ; 

on a par hypothèse, art. 3 j 5 , une 6 e équation r = o. La quatrième et 
la cinquième équation donnent 



" ~c 

À 

tang. = ~ 

et en substituant, dans la t r * et la 2*, les valeurs -^-et - 7 — de ALcos-tT',, 

C c 

et N (f sin. $ tt j tirées de ces memes 4 e et 5 e équations, on a, 

f y - K(cA--«)^(cL-7)> 

(»,) 5 

) , cY—Â 

{ , ang .^ = __. 

enfin la troisième équation donne 

("/«) ^t« = 
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Telles sont les intensités et les directions des trois forces qui tiendraient 
l’axe immobile s’il n’étoit pas retenu aux extrémités de c , et qui en 
général fourniraient les cinq équations à ajouter à l’équation r = 0, pour 
tenir en équilibre le corps supposé libre. Ces forces représentent donc 
les pressions que l’axe éprouve lorsqu’il est fixé ; les deux premières lui 
sont perpendiculaires , aux deux points par lesquels on le sup|>ose retenu , 
la troisième est l'effort qui s’oppose à son mouvement dans le sens de 
sa longueur. 

378. Les deux pressions normales ne sont pas en général, dirigées dans 
le même plan ; ce cas particulier a lieu, lorsque les angles 4 -' et sont 
égaux entr’eux, ce qui donne l'équation de condition 

AX = fi Y 

à laquelle on parvient en égalant les valeurs de tang. et tang. \}/„ . 

379. Toutes les composantes P cos. y étant supposées milles et l’équi- 
libre, autour de l’axe fixe, ayant toujours lieu, le système ne sera plus 
sollicité que par des forces agissant dans des plans perpendiculaires à 
l’axe des t on à l’axe fixe, et on aura 

= Z (P z cos. f) , 

[â — — 2 ?(P;cos.a), . 

les quatrième et cinquième équations ( m ) de l'art. 377 deviendront 
c N n cos. '•!•„ + Y (P z cos. a ) = o 
c N„ sio. 'i>,, — Y (P ; cos. <f) = o 

ces deux équations, les deux premières de l’article cité, et , par consé- 
quent les valeurs de N, et N„ } sont les mêmes qu’on obtiendrait si toutes 
les forces Pcos.ot , dont se compose .Y, et toutes les forces Pc os. 6 dont 
se compose Y (l'angle 6 est, dans le cas actuel, complément de l’angle 
a) agissaient, respectivement, dans le plan x: et dans le plan jt } aux 
mêmes distances z, du plan ry , auxquelles se trouvent, par rapport 
<i ce plan, les directions des forces P, qui sont supposées lui être paral- 
lèles. 

ün conclut de là que, lorsque des forces dirigées dans des plans per- 
pendiculaires à un axe fixe, sont en équilibre autour de cet axe, elles 
lui font éprouver les mêmes pressions que si elles lui étaient immédia- 
tement appliquées, chacune dans le plan normal à cet axe où elle a sa 
direction. 



Digitized 



Section deuxième. t<55 

38o. Si les forces en équilibre autour de l’axe fixe, dans des plans 
perpendiculaires à cet axe, sont des couples, on aura 
X=o j } r —o, 

2 (P z cos. a) —— o j 2(P i cos. 6 ) — o, 

(observez qu’à un même z , correspondent, par tout, deux composantes 
P cos. a, ou P cos. if, égales et désignés contraires) et , par conséquent, 
TV, = o et N„ — o. Les pressions sur l’axe seront donc nulles dans ce 
cas ; cette proposition peut se déduire de la propriété, démontrée art. 
36o, des couples qui ont un même axe ; leurs plans peuvent couper cet 
axe commun, en des points quelconques, sans que leurs elTets soient chan- 
gés ; mettant, d’après cette propriété, toutes les couples dans un même 
plan, on leur appliquera, alors, le théorème de l’art. 246 , où on a vu 
que des couples en équilibre, dans un plan, ne font d’ellbrt sur aucun 
point de ce plan. 

38t. Dans le cas contraire à celui des deux articles précédents, 
c'est-à-dire , lorsque les forces parallèles à l’axe immobile de rotation 
sont les seules appliquées au système, on a 

X—oj V =0 

2(Pz cos.a)—oj 2(Pz cos.if) = o 
/ = — 2(Pj'cos.y) j f*=2(Pxcos.y') 

les quantités N, et N„, deviennent égales entr’elles, ainsi que les va- 
leurs angulaires 4 >, , j les pressions s'exercent alors dans un même 
plan, et on peut remarquer que l’équation de condition ÀX — fi JT=o, 
de l’art. 378 , se trouve satisfaite puisqu’on a X=oet J’= o. 

Ainsi les forces parallèles à l'axe immobile, étant supposées réduites 
à une seule, désignée par 77, qui agirait à une distance £ de l’axe de 
rotation, les pressions N, et A'„ seraient toutes deux dirigées dans le plan 
qui renfermerait l’axe de rotation et la direction de /7, et on aurait , 
d’après les 4 * et i re équation ( /« ) , de l'art. 377 , 

ri- 

— s N, = — N „ 
c 

Telle est la forme des équations particulières fournies par lune quel- 
conque des forces parallèles à l’axe immobile de rotation, laquelle lui 
fait éprouver, à l’origine et à l’extrémité de c, des pressions normales. 
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exercées, pu sons contraires, dans le plan qui renferme l’axe et la direc- 
tion de la force, et égales, chacune, au produit decette force par le 
rapport entre la distance de sou point d'application à l’axe de rotation et 
la longueur de cet axe. 

38 a. Lorsque les forces qui agissent autour de l’axe fixe, ne se font 
pas équilibre , on peut , ou les remplacer, quant à leur énergie pour 
faire tourner le système autour de l’axe fixe, ou établir l’équilibre, dans 
ce système , avec une force unique; la seule condition à remplir, dans 
ce cas, consiste dans l’égalité du moment de cette force, par rapport 
à l’axe fixe, à la somme des moments de toutes les force* qu’elle doit 
remplacer, ou auxquelles elle doit faire équilibre ; c’est une conséquence 
évidente de ce qui est démontré, précédemment, art. 370. et suivants. 

Si la force unique, dont je parle, est employée à établir l’équilibre 
dans le système , on calculera la pression de l’axe , après l'équilibre établi, 
en introduisant dans les équations de l’art. 377, les valeurs dues à cetté 
nouvelle force, qui permettent des déterminations arbitraires, dont on 
peut profiter, pour remplir certaines conditions. 
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DE L’ ÉQUILIBRE DES FORCES 

APPLIQUÉES 

A UN SYSTÈME DE POINTS 

DONT 

LA FORME EST VARIABLE. 
PRINCIPE GÉNÉRAL 
. DE L’ ÉQUILIBRE. 

Observations générale*. 

383. La théorie de l’équilibre et de la composition des forces appli- 
quées aux systèmes de forme invariable , a pu être présentée d’une ma- 
nière complète , dans la deuxième section de ce traité, et cet avantage 
tient au mode de liaison qui existe entre leurs parties. Les systèmes de 
forme variable, assujettis h des conditions particulières à chacun d’eux, 
auxquelles il est indispensable d’avoir égard, dans la recherche des condi- 
tions de leur équilibre, n'offrent pas, à beaucoup près, la même simpli- 
cité et la même facilité dans l’analyse des questions qui les concernent ; 
on y trouve un champ, sans bornes, ouvert à la méditation et à l’étude, 
et des problèmes à résoudre, qui ont exercé les plus grands géomètres. 

384 . Cependant les théorèmes démontrés, dans la section précédente, 
sur l’équilibre des systèmes de forme invariable à deux et à trois di- 
mensions, sont encore applicables aux systèmes de nature quelconque; 
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pour s’cn convaincre, il suffit d'observer que lorsqu’un système est en 
équilibre, quelques soient les conditions de la liaison de ses pallies et 
les mouvements , tant absolus que relatifs , que peuvent prendre les 
points matériels qui le composent, l'équilibre doit encore subsister, si 
les distances respectives entre ces points deviennent invariables. On a 
donc, dans tous les cas, entre des forces en équilibre, des équations 
absolument indépendantes du mode de transmission de leurs actions, 
qui sont les équations de l’art. 346, lorsque le système est libre. Mais 
il peut se faire et il arrive, en effet, que certaines combinaisons de 
forces qui seraient en équilibre sur un système de forme invariable, ne 
pourraient pas l’être sur un système, égal et semblable, de forme va- 
riable , parce qu’elles dénatureraient cette forme en violant les conditions 
auxquelles elle est assujettie, et l’application des équations d’équilibre 
de l'art. 3q6 , ne doit porter que sur les combinaisons de forces compa- 
tibles avec la nature de ce dernier système. 

Je parlerai bientôt d’un principe général d’équilibre applicable sans 
exception, à toutes les espèce de systèmes; je ferai voir, en même temps, 
l’usage indispensable qu’il faut faire, en se servant de ce principe, des 
équations de condition au moyen des quelles on introduit, dans l'ana- 
lyse, le mode de liaison des parties du système. 

385. Puisque les forces appliquées à un système libre, dont les change- 
ments de forme sont assujettis à des lois quelconques, doivent, lors- 
qu'elles sont en équilibre , satisfaire aux six équations de l’art. 3q6 , 
l’observation de l'art. 35o, qui d’abord, n'était applicable qu’à un sys- 
tème déforme invariable, devient applicable sans exception, à tous les 
modes possibles de transmission des actions des forces; on peut donc 
donner, comme proposition généralement vraie, que des forces en équi- 
libre sur un système libre de forme et de nature quelconque, seraient 
encore en équilibre, si conservant leurs intensités, leurs sens d’actions, 
et les angles qu'elles font avec les axes coordonnés, on les appliquait, 
toutes, à un même point pris arbitrairement dans l’espace. 

Le poligone et la courbe funiculaires, vont me fournir des exemples 
de l’application des principes généraux de l'équilibre aux systèmes de 
forme variable, également intéressants, comme exercices d’analyse, et 
Utiles parles résultats auxquels ils conduisent cl dont la mécanique pra- 
tique peut tirer un parti avantageux. 

Définition 
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l . / . . • 

Dcfiuilioa du système funiculaire. Réflexions générales sur l’équilibre des forces 
qu’un peut y appliquer. Equations de condition de ce système. 

386. Un système funiculaire est un assemblage de fils, ou cordons, 
que je supposerai, dans les recherches qui font l’objet de cette troisième 
section, parfaitement flexibles et inextensibles. Ces cordons tiennent les 
uns aux autres, soit par des nœuds qui sont fixes sur les longueurs de 
quelques uns d'entr’eux , soit par des anneaux , qui peuvent couler, et 
au moyen desquels les points des cordons , auxquels ces anneaux sont 
attachés, peuvent répondre k différents points des longueurs de ceux qui 
les traversent. 

Ce système est , ou libre , ou retenu par un ou plusieurs points , soit 
k d’autres points immobiles , soit h un autre système. 

387. Lorsque des forces, d’intensités et directions quelconques, sont 
en équilibre sur un système funiculaire, chacun des cordons à l’extrémité 
duquel une force est appliquée , et qui ne lient au système que par son 
àutre extrémité , a une direction commune avec celle de cette force, 
dont l'intensité est représentée par la tension du cordon qui transmet 
son action au système. 

388 Le système en équilibre étant supposé libre et composé de ma- 
nière qu’il n'ofTie, nulle part , de polygone fermé, rien n’est plus aisé 
que de vérifier, sur des formes variées à volonté, le théorème général 
de l’art. 385, et de ramener, dans la direction de l’un quelconque des 
cordons, les actions de toutes les forces appliquées au système. On trou- 
vera, sur cette direction, deux groupes de composantes, l’un formé de 
forces qui tirent dans un sens, et l’autre, de forces qui tirent dans le sens 
directement opposé , les deux groupes ayant des résultantes égales, ainsi 
la tension du cordon aura, pour valeur, la somme des produits, de 
même signe, obtenus en multipliant chaque force pour le cosinus de 
l’angle que fait sa direction avec celle de ce cordon. 

389. S’il existe, dans le système funiculaire, des assemblages de cor- 
dons qui forment des polygones fermés, il pourra se faire que quelques- Fig. iS 
uns de ces cordons ne soient pas tendus; soient, par exemple, les cordons 
OA , OH , OC assemblés en O, par un nœud , et tirés par des forces 
P j Q , F dont chacune soit, en intensité et en direction, la résultante 
des deux autres, les cordons AB , BC _, CA n’éprouveront aucune ten- 
I 22 
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sion, et, même, s’ils étaient lâches, il n’y aurait rien de changé dans' 
les actions réciproques des forces ; ces cordons , et tous ceux qui se 
trouveront dans le même cas, n’étant pas des moyens de transmission des 
actions des forces, doivent être, quant aux considérations d’équilibre, 
censés étrangers aux systèmes funiculaires auxquels ils sont attachés. 

390. Un cordon qui traverse un anneau et dont les directions, de part 
et d’autre de cet anneau, forment un angle, a des tensions égales sur 
chacune de ces directions; il faut supposer que la pression du cordon, 
sur l’anneau, ne produit aucun frottement, et il est manifeste, dès-lors, 
que tout effort, qui s’exerce dans le sens de la longueur d’une des par- 
ties de ce cordon, doit se transmettre, sans altération, â l’autre partie. 

Quant aux portions de cordons qui sont séparées par des nœuds, fixes 
sur les longueurs de ces cordons et supportant des eflbrts, elles peuvent 
avoir et ont, en général, des tensions différentes. 

391. Les équations de conditions du système funiculaire sont aisées 
à poser d’après ce qui précède; tout cordon qui n’éprouve pas une cer- 
taine tension , ou qui est lâche , peut être censé étranger au système , 
et ceux qui éprouvent des tensions , et qui sont , par conséquent , des 
moyens de transmission des actions des forces , étant inextensibles, la 
distance entre deux nœuds , d’un même cordon , auxquels des forces sont 
supposées appliquées, est invariable; on a donc, entre deux quelconques 
de ces nœuds consécutifs, dont les coordonnées respectives sont x zj 
x t > Ù' 1 > “1 * 

}(.r— + y, )* + (:— «,)»!• = constante (1) 

quant aux cordons qui , entre deux nœuds supportant des efforts, tra- 
versent un ou plusieurs anneaux , sollicités par des forces, la distance d’un 
anneau aux nœuds, et d’un anneau à l’autre, est variable, mais la somme 
des distances entre les deux nœuds est constante , ainsi les coordonnées des 
nœuds étant les mèmesque précédemment, on a, en désignant celles des an- 
neaux, dont le nombre est supposé x=n, par x' ,y , s'j x" ,y" , z" } etc. 

+ ! (aWy+Cr'-yy + y-;") 1 I* Lcons.ante .,.(*) 
• • • ••••••• «i • .... I , 

+ 1 (■««-* < )»+t/->-.r,)*+ î* 5 
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Il y aura, pour chaque longueur de cordon, comprise entre deux noeuds, 
une équation de la forme ( 1), ou une équation de la forme (2) , ces 
formes sont les mêmes que celles des équations de l’art. 117, qui se 
rapportent au système dont tous les points gardent, entrVur , des distan- 
ces invariables , mais ce système a autant d’équations pareilles qu’on 
peut mener de lignes entre ses points pris deux-à-deux , au lieu que , 
dans le système funiculaire, il n'y en a qu’une pour chaque longueur 
prise sur un même cordon et terminée par des noeuds ; cette circonstance 
exclut une infinité de combinaisons de forces, qui seraient en équilibre 
sur le premier système , et qui ne peuvent pas être appliquées au second. 

Conditions de l’équilibre d’un polygone funiculaire soumis à l’action de plusieurs 
forces dont les directions sont dans des plans diflcreuts. 

39a. Je commence par le cas le plus général de l’équilibre du poly- 
gone funiculaire, vu que ce cas n’offre pas plus de difficulté que celui 
du polygone dont tous les côtés sont dans le même plan. Concevons , 
dans l’espace , une ligne matérielle , parfaitement flexible et inexten- 
sible , et des puissances P, , P„ etc. , d’intensités et directions quel- 
conques, appliquées aux extrémités et à plusieurs autres points de cette 
ligne. Ces puissances étant supposées en équilibre, la ligne matérielle, 
ou le cordon, doit, en général, être une ligne brisée, formée de plusieurs 
parties droites, faisant, entr’elles, des angles aux sommets desquels se 
trouvent les points d'applications des puissances; ces parties droites sont 
les côtés du polygone funiculaire. 

393. U est évident que les directions des côtés extrêmes de ce polygone, 
sont les mêmes que les directions des puissances appliquées à ses points 
extrêmes, et que les tensions de ces côtés , sont égales aux intensités des 
puissances qui les tiennent tendus. La direction et la tension de chacun 
des autres côtés, ont des valeurs, qui dépendent des actions combinées 
des fonces, et dont la détermination va être un de nos objets de re- 
cherche. 

394. Le polygone étant supposé ouvert , je désignerai par le nom de 
1" côté , un de ses côtes extrêmes, le côté contigu à celui-là, sera le 
,2 e côté , le côté contigu au 2 r sera le 3 * côté , et ainsi de suite; de plus 
j’appellerai i tr point } l’origine commune du polygone et du t cr côté, 
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4% 3' , 4* etc .point , respectivement, les points île réunion du i ,r et du 
i*, du 4 e et du 3 e , ou 3 r et du 4' etc. côtés. Ces points de différents n®*. 
ijue je suppose être fixes sur la longueur du cordon , sont les sommets des 
angles du polygone et les [joints d’applications des forces. 

P j } P„ , etc. sont les puissances appliquées au I er , a* , etc. point ; et 
chacune d’elles fait , avec les axes des x , des y et des ; des angles 
respectifs a, 6 , y , portant le même n°. d’accentuation que la puissance 
k laquelle ils se rapportent. 

Pareillement, un côté quelconque du polygone fait, avec les axes des 
et a , des angles respectifs a , b ,c , portant, aussi , le même n®. 
d’accentuation que le côté auquel il se rapportent. 

Enfin t,, t„, /„, , etc. représentent les tensions du I er , 2 e , 3 e , etc. 
côté. 

390. Pour obtenir, maintenant, d’une manière simple et directe, les 
équations qui, lorsque le système est en équilibre, expriment les rela- 
tions entre les quantités P , a, 6 ,y r a, b ,c, /, de différents accents, 
j’observe que la tension du côté, n®. m , celle du côté n°. m 4- 1 , et la 
puissance, n°. m+ 1 , appliquée au point de réunion de ces deux côtés , 
doivent satisfaire, particulièrement, aux conditions d’équilibre entre 
trois farces; en effet la tension du côté n°. m , résulte des actions combi- 
nées des forces n®’. ni , m — r, m — 2 etc. et représente ces actions, 
de manière que si on supprime les forces, n®'. r , a,. . . m , en conservant 
au côté n®. m , sa tension et sa direction , il y aura toujours équilibre sur 
le point n °. m + 1 ; 011 [trouvera, par un raisonnement semblable, que le 
même équilibre subsisterait en supprimant les forces n 0, .m + 2., m + 3 , 
etc. et laissant, au côté m + t , sa tension et sa direction; en résumé, 
les actions, sur le [joint n°. m+ t , provenant de la force n®. m + 1 , et 
des tensions des côtés n 0 '. m et m -f 1 représentent exactement les 
actions qu’exerceraient, sur le même point , toutes les forces du système, 
si on les appliquait immédiatement à ce point , avec les conditions énon- 
cées art. 178 et 356 , et on sait art. 385 qu’elles y seraient en équilibre; 
donc , etc. 

396. On déduit immédiatement de ce qui précède, les équations suc- 
cessives 

5 P, cos. a, = /, cos. a, 

P , côs. (>, — /, cos. b, 

P, cos. y, = t, cos. c„ 
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I t, cos. a, + P„ cos. a,, = /„ cos. a„ 

Point N* 1 J /, Cos. b, -f P ,, COS. 6„ = /„ COS. b„ 

( t, cos. c , + P„ cos. y„ = r„ cos. c„ 

t / (m-l)COS. Cl (m— I) P (m)COS. CI (io) = / ([!:} ( OS. U („.) 

Point N' m 1 /(m-i)COS + P(»)COS. /> = / („,) COS. b („,) 

t I(m-i)CüS.C(nu-i) + P (m) COS. y (m) = /(m)COS. C (m) 

f /(n)COS. a („) + /''(n 1 .l)COS. «(d + i)= 0 
Dernier point / / („) COS. A + P (n+i) COS. tf(n + j) = O 
l I (n) COS. C (n) + P 'n ., I ) COS, y (n + I) — O 

le nombre des côtés est supposé = « et il y a, par conséquent , un 
nombre de points = n + 1 , auxquels les forces sont appliquées. Les 
trois équations, qui répondent à une même accolade, expriment les con- 
ditions de l’équilibre, sur un même point , entre les tensions des deux 
côtés qui y aboutissent et la force qui y est appliquée ; ces trois équa- 
tions représentent celles de l’art. 7a. 

397. Lorsque la forme et la position du polygone funiculaire sont 
données, et que, par conséquent, on connaît les angles a, , b, , c, , 
a n > b,t t c,, , etc. , les équations de l’art, précédent fixent, immédiate- 
ment , les relations qui doivent exister entre les tensions des côtés, les 
intensités et les directions des forces, dans le cas de l’équilibre. Ces rela- 
tions permettent de déterminer, arbitrairement, une partie des quantités 
inconnues; ainsi, par exemple, on peut s'imposer la condition défaire 
éprouver, à chaque côté, une certaine tension; alors l’intensité et la 
direction de la puissance P(m) ,à appliquer au sommet de l’angle connu, 
que j’appelle 0 , formé par les côtés n°*. m — 1 et m , se déduiront des 
équations 

•f* (m)“ | /*(|H) — a / (m) t ( m — 1 ) COS. 6 + t 2 (m — I) J * 

COS. <X(ui) — [ /(ni) COS. 17(m) — /(m — 1 ) COS. U(m — i)J t P (m/ 

COS. If(m) — - [ /(ta) COS. Ô( m) — /(m — x) COS. b( m — t) J « P (m) 

COS. y {m) === [ /(m ) COS. C(m) - /{m — l) COS. C (ni — ,) j • P (m) 

lesquelles se déduisent elles nrémes, fort aisément, de celles que j’ai 
placées vis-à-vis l’accolade n°. m , combinées avec le théorème de l’art. 
29 , et un autre théorème de trigonométrie que j’ai déjà employé* plu- 
sieurs fois, et qui donne le cosinus de l’angle de deux lignes, dirigée» 
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dans l’espace, en fonction des cosinus des angles qu’elles font, avec les 

axes coordonnés; la forme de la valeur de P(m) était déjà trouvée, art. 5 1 . 

398. Si on s’impose la condition d'appliquer, aux angles du polygone 
donné, des forces d’intensités déterminées, il restera à trouver les direc- 
tions de ces forces, et les tensions résultantes de leurs actions. I-es cal- 
culs de ces quantités pourront se faire, en commençant par le 1" côté, 
et passant sucessivement, au 2 e , au 3 e , etc.On a, pour le 1 er côté, 
a,-=a,, ti' — b,, y, = e, j ces valeurs étant substituées dans les équa- 
tions placées vis-à-vis la 2' accolade, et auxquelles il faut réunir la rela- 
tion cos. 1 a„ + cos. 1 6 „ + cos. 1 y„ = 1 , on aura t„, a,,, 6 „ , y„, et 
ces dernières valeurs substituées, à leur tour, dans les équations qui ré- 
pondraient à l’accolade n°. 3 , feraient connaître t,„, a,,,, fi,,,, y,„, et 
ainsi de suite. 

399. On pourra s’aider, dans l'analyse de quelques cas qu'on se pro- 
poserait à résoudre, des formules suivantes déduites des équations de 
l’art. 3 çi 6 ; je multiplie chacune de ces équations par le cosinus de l’angle 
qui entre dans son deuxième membre , et je fais une somme des équations 
produits répondant à chaque accolade; nommant 0 t , O,, , 0 „, , etc. les 
angles respectifs formé, par le i er et le 1' côté, le 2 e et le 3 s côté, le 
3 ' et le 4 e , etc. ; et désignant en général par d(m) l'angle formé par la 
direction de la force n°. m et par le côté du polygone de même numéro, 
les sommes dont je viens de parler fournissent les équations successives 
P, — f, i t,coi.O, + P„ cos. $,, = t„ , /„ ros. ff„ + P ,„ eos. <p,„ = etc, 
aisées à démontrer par des considérations directes. 

400. Si on suppose que les forces sont données en intensités et direc- 

tions , et qu’on cherche la forme et la position que le polygone doit avoir 
pour l’équilibre, on obtient, avec facilité, des formules pour calculer, 
immédialcmant , la position et la tension d’un côté quelconque, en 
éliminant, successivement, des équations de l’art. 396, les termes de la 
forme t cos. a , / cos. b , te os. c qui entrent dans les premiers membres 
de ces équations, de manière que chacune d’elles ne renferme d’autre 
terme de cette forme, que celui de son second membre. Je désigne, en 
général , par 2 (m) ( P cos. <a ) , ( P cos. S) , £(„) ( P cos .y ) les 

sommes P, cos. a, + P,, cos. a.„ + etc. , P, eos. 6 , + P „ cos. 6 „ + etc. 
P, eos. y, + P„ cos. y„ + etc. comprenant tous le? termes accentués 
flcpius et y compris le terme n°. 1 , jusqu'au terme n?. m , ircluslvc- 
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ment, et j’ai , par les éliminations successives dont je viens de parler, 
faites sur les équations de l'art. 3 96. 



2 , (P cas. a) = t,eos. a; 
2 „(Pa os. a)— t„ cos fi h 



S, (P cos. ÿ)~t,cos. b t 
2, /(P cas S ) = t u cosf/ 



S, ( P cos. y ) = /, cos. c, 
Z„(Pcosy)=t„cose„ 



■2’(m)(f > c . a)=r/(ni)C \ 



(in)C- ^(œ) 



Z(m)(Pc.-/)=*/ (m) C.C (m) 



2 (n)(Pc.a) =/(n) c. <7( 0 ) 
■£(»*•) (^ cos. a = o 



(Pc- S) — te. A( 0) 

2\n+,)(Pcos. S)— o 



"(") (^*C. y)~ /(n) c. C(D) 

'£(*+.) (/»«*. y)- o 



401. Les trois dernières équations, dans lesquelles X( n4 .i), équivaut 
au signe 2 qui s'applique à la totalité des forces du système , répondent 
aux équations (a) de l'art. 3 q 6 ; elles seraient les seules de leur espèce, 
dans un système de forme invariable , mais comme , par la nature 
particulière du système dout nous nous occupons, il y a une infinité de 
combinaisons de forces qui ne lui seraient pas applicables, quoiqu’elles 
satisfissent aux équations (a) de l’art, cité, il faut, à ces équations, 
en réunir d’autres qui établissent les relations propres à caractériser les 
combinaisons de forces compatibles avec la nature du système. 

402. Les intensités et les directions des forces étant données, la di- 
rection et la tension d’un cûté quelconque du polygone funiculaire se 
calculent immédiatement par les trois équations de l’art. 400, qui oc- 
cupent la ligne horizontale de même numéro que ce côté ; le calcul est 
exactement le même que celui par lequel, art. 65 , on obtient P, a, S 
et y en fonctions de x , y et 5. 

4 0 3 . Toutes les déterminations , relatives au polygone funiculaire, 
obtenues depuis l’art. 392, ne portant que sur les tensions et les direc- 
tions des côtés, les intensités et les directions des forces, laissent entière- 
ment indéterminée la longueur de chaque côté de ce polygone ; ainsi 
lorsqu’en se donnant sa forme, sa grandeur et sa position, on a cherché, 
art. 397 , les intensités et les directions des forces a appliquer à chacun 
de ses angles, pour le tenir en équilibre en conservant cette forme , les 
mêmes valeurs qui remplissaient ces conditions, pourle polygone donné, 
les auraient encore remplies, en faisant varier, arbitrairement, les lon- 
gueurs des côtés, pourvu que ces côtés fussent restés toujours également 
tendus, et parallèles à des lignes fixes dans l’espace. 

Pareillement lorsqu’on a résolu le problème inverse, en prenant , pour 
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données, les grandeurs et les directions des forces, les valeurs des ten- 
sions et des directions de côtés fournies par la solution, pouvaient s’ap- 
pliquer à une infinité de polygones composés d’un même nombre de côtés, 
et ayant tous leurs côtés, de mêmes numéros, parallèles à des lignes fixes 
dans l’espace. 

404. Lorsque les longueurs des côtés du polygone funiculaire, prises 
arbitrairement , ou considérées comme données du problème , sont intro- 
duites dans l'analyse, on a, dans le cas de l'art. 400, des équations pour 
calculer les coordonnées des points d'application des puissances (ou des 
sommets des angles) au moyen desquelles on peut construire les projec- 
tions orthogonales de la trace du polygone, sur les plans coordonnés, 

Soient À,, /„ , , etc. les longueurs respectives des côtés n°*. 1 , 

1 S, 3 , etc. les projections de chacun de ces côtés, sur les axes, des x ,jr 

et Zj seront 

), cos. a, j cos. b, ; ), cos. y, 

/„ cos. a„ ; /.„ cos. b„ j cos. y „ 

etc. etc. etc. 

Ainsi nommant r (m) , , *(m) les coordonnées du point n°. m , les 

valeurs de ces coordonnées sont, en désignant par p, , o, , r, , les coor, 
données du point n°. 1 , respectivement parallèles aux -c 3 y et s 

■ r t“) — r) cas. a) + p, f Observez que le poiot , 

y(m) = ^-(ra — ,) (À cos. b) + a, < n*.m, se trouve 1 l’extré- 

v t 1 „ x , / mité du côté 11* m— ti. 

r(u.)==^(p._l) (rtcos. c) + T, ( 

(voyez, pour la notation les art. 3 çq et 400) les valeurs des quantités 
i. cns.a , À cos. b, i cos. c sont connues lorsqu’on a calculé les valeurs 
de cos .a, cos .b et cos. c, par les équations de l’art. 400. 

405. Les i 3 articles précédents renferment tout ce qui est nécessaire 
pour la solution des problèmes relatifs à l’équilibre des polygones funi- 
culaires libres, sollicités par des puissances appliquées h des nœuds fixes 
sur ce polygone; cependant je crois qu’il sera utile de faire voir com- 
ment on peut substituer aux équations de l'art. 3 q 6 d'autres équations, 
qui ne renferment pas les tensions, et au moyen desquelles ont puisse 
construire le polygone lorsque les forces qui doivent être en équilibre 
sont données; l’analyse que je vais présenter rendra très-sensible l’in- 
fluence qu’ont, sur l’équilibre, les conditions auxquelles le système de 
forme variable est assujetti, 

Soient 
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Soient A, , A„, A,„, les longueurs connues de trois côtés consécutifs 
quelconques du polygone, et t „ , t,„ leurs tensions respectives; je 
désigne par x,,y,, s,, les coordonnées de l'origine de A,, psr .r„, 
y„ , i„, celles de son point de réunion avec A„, par r,„ , y ,,, , z,„, celles 
du point de réunion de A„, et A. m , enfin par x r// , , J , nt , z „„ , celles de 
l’extrémité de A„, ; j’appelle P n) et P,„, respectivement, les forces 
appliquées aux points dont les coordonnés sont x, t ,y ln t„\x lln y„ n s,„; 
enfin les angles respectifs formés par les directions de P ,, et P ,,, , avec 
les axes coordonnés, sont a„ , 6 „ , y„ ; a.,,,, A>,„ , y„ r 
Observant que les cosinus des angles formés par le côté A, , avec le» 



axes des x , y er z sont 



x„—x, y„—y, z„—z, 



, qu’on a des 



K ’ K 1 

expressions pareilles pour les deux autres côtés, et substituant ces va- 
leurs dans deux des groupes consécutifs, liés par des accolades, des équa- 
tions de l’art. 396 , le résultat de la substitution donne les six équations 

— t, + P„ cos. a.,, 



K 



A " 



(*) • • ( 



/, + P„ cos. S„ - *•» ,r.'.L =0 

“*// 

■■ /„ = O 

'/// = O 



b + P » cos. y„- 



‘ni n 



+ Pf„ cos. <Z„ 



A„ 

Xftn X//f 



y»’ y» , 4. p ms s y"»—y>» , — Q 

r -e COS. O,,, - O 



h, + cos. 



pour obtenir des équations délivrées des tensions t„ t„, t„„ on éli- 
minera d’abord entre la 1* et la a f , et entre la 4* et la 5 e , 
'1 */// 

ensuite entre les deux équations résultantes de ces deux élimina- 
tions, et faisant ensuite les mêmes opérations sur les I e , 3 e , S* et 6 e , on 
aura ultérieurement les deux équations 

1 a3 



« 7 & 









+p„ 



+Pn 
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y.,— y. ^ , i y un— y m ym—yn \ 

— — COI. a„ — COI. 6n\\ ■ ■■ __ 1 

ic n —x f 1 \ x nn x h 



; ►»/// />/ 



COS. OL/h — CO», 



-CO ».a„ — COI. y,, 



■( 



x nn x tn 


x nr~ x n 


. (yn—y> 


Y,„—r,i 


7 'V 


x /n~~ Jr ri 


z tm ~m 




. x ffff~~" x //f 


x m — *// _ 




z tn z n 



.. , / z ±r~“ z i 1 

>». a„ — co.. y ,, J I I 

x / •*/// x o y 



L’application de ces équations commençant au 2 e . côté et sr terminant 
à l’avant -dernier, on en a 2 (« — 2), pour l’étendue entière du système, « 
étant le nombre des côtés; on a, pour le 1” côté les équations particulières 



cos. a.' — cos. S, = o 



cos. a t — cos. ■/ =0 

f,> a n r it x i>y,’ s n a,, , y, .étant , respectivement, les coordonnées de 

l’origine et de l’extrémité de ce i cr côté , et les angles formés par la force 
qui le tient tendu et par les x ,y et z ;on a, de plus, deux équations pareil- 
les pour le dernier côté , et , enfin , un nombre n d’équations de la forme 

(y) i* = (x,— *)» + (y,—jY + (*,—*)* 

applicables aux côtés du polygone, depuis et y compris lei ,r , jusqu’au 
dernier inclusivement , et qui sont , art. 3 <ji , les équations de condition 
du système. 

On obtient donc, ainsi, en totalité, 3 n équations qui renferment les 
coordonnées des points d’application des forces, indépendamment des 
équations 

(à) 2 (P cos. «) = o; — {P cos. S") = o j 2 (P cos. y) — o 

qui ne renferment que les forces et leurs directions; or le nombre total 
des coordonnées des points d’applications est 3 (n-f 1 ); mais le I er point 
du système peut être supposé donné de position , et le nombre des coor- 
données, qu’on doit regarder comme inconnues, se réduit à 3 « le même 
que celui des équations qui, dans l’étendue entière du système, déter- 
minent les valeurs de ces inconnues. 

406. Lorsque le polygone est donné et qu’on cherche les forces à ap- 
pliquer b ses extrémités et aux sommets de ses angles pour le tenir en 
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équilibre sans changer sa forme ni sa position, les inconnues sont «+ 1 
forces et 3 (77 + 1 ) angles, formés par les directions de ces forces et par 
les axes coordonnés, en tout 4(71 + 1) inconnues; mais le problème est 
indéterminé, et on peut, par exemple, prendre, arbitrairement, les 
intensités de « forces; il reste a connaître une force et 3(77 + i) angles, 
ou t + 3 ( /< + 1 ) inconnues, dont six se déterminent , déjà , par l’identité 
des directions de la première force et du premier côté, de la dernière 
force et du dernier côté; il en reste 1 + 3 (tj — 1), pour lesquelles on 
a les 2(7/ — 2) équations (if) et les trois équations (d) de l’article pré- 
cédent , et n + 1 équations de la forme 

cos’y.+ cos 1 S +cos 1 y = i 

qui se réduisent à n — 1 , vu que deux de ces équations se rapportent 
à la première et à la dernière force , dont les directions sont déterminées, 
en sorte que le nombre des équationsa employer=2(/j — 2)-p3+(// — 1 )— 
1 + 3 (ti — 1)— le nombre des inconnues. 

407. Les équations ( S) de l’art. 4o5 pourraient se combiner et se trans- 
former, de différentes manières, pour la facilité du calcul, et fournir 
matière à plusieurs observations que je supprime pour abréger; on peut 
s’en servir, par exemple, pour démontrer l’existence de l’équilibre des po- 
lygones funiculaires plans , qui seraient les projections orthogonales, sur 
les plans coordonnés , du polygone auquel ces équations se rapportent , et 
sollicités par des forces égales aux composantes de P , , P„ , prises pa- 
parallélement aux plans coordonnés etc ; on y retrouve les moments des 
forces , elles olTrent le moyen le plus direct de passer du jiolygone à la 
courbe funiculaire à double courbure etc. etc. 

Le polygone funiculaire est supposé avoir un ou deux points fixes dans l’espace. 

408. Examinons maintenant le cas 0(1 le système a des points fixes 
dans l’espace, et commençons par supposer que le point n°. 1 , placé à 
l'origint de la trace du polygone, est seul immobile. 

Dans ce cas, nommant T, la tenssipn du côté n°. 1, celui qui est 
attaché au point fixe, et A, , B, , C, , les angles respectifs que forme sa 
direction avec les axes des x ,y et a >les quantités T,, A,, B ,, C, , rem- 
placent celles qui ont été désignées, arl.396 et 400, par P, , et, , 6 , 

«nais elles sont inconnues et il faut d'abord les déterminer, lorsqu’on 
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veut construire le polygone qui, sollicité par des forces données en in- 
tensité et directions, serait en équilibre. 

On a, art. 400 et 4o5, pour cette détermination, les équation» 

T, cos. A ,=^Z(P cos. <x ) 

T, cos. B, = Z( P cos. fi) 

T, cos. C, = Z (P cos. y ) 
cos. 1 sf'+cos. 1 B,+ cos. 1 C,= 1 



Les sommes des deuxièmes membres des trois premières équations, 
embrassent les termes relatifs a lu totalité des forces , depuis la force qui 
est appliquée au point n°. 2 , celui qui sépare le i* r et le a' côté, jusqu’à 
la force appliquée au point n°. n 4- 1 , ou au demiet poinr du système. 

Lorsque les quantités T, , A, , B, , C t } sont calculées, par les équa- 
tions précédentes, on les substitue dans les équations des art. 896,400 ou 
4o5, aux quantités P,, a,, fi, , y,, et les autres déterminations relatives à 
la consruction du polygone, se font, alors, comme si le système était libre. 

409. Supposons maintenant que le premier et le dernier point du 
polygone sont fixes dans l’espace , et que les forces appliquées aux autres 
points et leurs directions sont données ; conservant à T,, A, , B, , C, , 
les mêmes significations qu’à l’article précédent, et désignant par T„, 
n > la tension du dernier côté et les angles respectifs qu’il 

fait avec les axes des x ,y et s, ces quantités A „ , B„ , C„, T„ , re- 
présenteront ar(n +1 ), <f( y(n+ 1), P(a + >), des équations de l’art. 400, 
comme A,, Bd C„ 1 ,j représentent a,, fi, , y,, P, , et on aura huit 
inconnues A , , B, , C, , T, j A ,, T„ , à déterminer. 

Ces huit inconues et les 3 ( n — a) ordonnées des points d’applica- 
tions des forces, compris entre le premier et le dernier point fixes, 
forment un total de 84 - 3 (n — a) ou 3 (« 4 - 1) — 1 valeurs à trouver. Oix 
a, pour les déterminer, d’abord les trois équations suivantes, qui ex- 
priment l’égalité à zéro de la somme des composantes parallèles à chacun 
des axes coordonnés 




T, cos. A, 4- T„ cos. A ,,4- Z (P cos. a) =0 
T, cos. B, 4- T„ cos. B,, 4 -Z (P cos. fi) — o 
T 1 , cos. C, 4 - T„ cos. C„ 4- Z ( P cos. y ) = 01 



Le signe .^comprend 
toutes les quantités qui 
se rapportent au a e 3*’ 
etc. point jusqu'à l'a - 
vant -dernier , inclusi- 
vrnicnt. 



ensuite trois autres équations qui expriment que la différence entre les 
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coordonnées, rapportées à un mêrae aie, du premier et du dernier point, 
est égaie à la somme des projections orthogonales de tous les côtés , sur 
cet axe. L, et L n sont, respectivement, les longueurs données du pre- 
mier et du dernier côté , p' , o ti r, ; p„ , a„ r /( , sont les coordonnées 
du premier et du dernier point, respectivement parallèles aux x et a 



S p„—(>, — B,cos.A,+ I.„ cos. A„+ 2 ( Jt, — x) 
o„—r,=*L,ca». B,+ L„co s. 

T„ — T,— I.,c os. C, + L„ cos. C„ + 2 ’ ( z , — s ) 

enfin on a les deux équations 



Le signe ^ com- 

5 rend les sommes 
es projections » 
depuis , et y com- 
pris celle dü a®, 
côté jusqu'à celln 
de l’avanl-dornicr 
côté, iodutivtm'. 



( cos.* jd , + cos.* B, •+■ cos.* C,— i 
/ cos.* A „+ cos . 1 B,,+ cos.* £„= i 



Voilà 8 équations qui renferment , outre les 8 inconnues A t , B /t C t , T t , 
A„, B„j C n) T t , T„, un nombre 3 (n — a) d’autres inconnues, 
comprises dans les sommes ,£ (r / — æ) , S (r t — j) , Z ( — ; ) , mais 
on a, relativement à ces dernières , les équations (if) de l’article 400, 
dont l'application doit commencer au a r côté et se terminer à l’avant- 
dernier inclusivement, et qui étant combinées avec les équations (s), 
(/) et («), fourniront toutes les ressources analytiques nécessaires pour 
la détermination des 8 + 3 (« — a)ou 3 (/i + i) — t inconnues. 



Plusieurs des forces en équilibre, sur le polygone funiculaire, sont appliquées 
à des anneaux mobiles dans le sens du périmètre de ce polygone. 



410. Il reste à examiner le cas oh quelques unes des puissances ctt 
équilibre sur le polygone funiculaire , sont appliquées à des anneaux 
pouvant glisser dans le sens de la longueur du cordon qui les traverse. 
Ou a vu, art. 390, que les tensions des deux côtés séparés par chacun 
de ces anneaux devaient êtres égales cntr’elles; et si , entre deux noeuds , 
ou entre deux point d’application des forces, fixes sur le cordon, il v a 
plusieurs anneaux ou points d'application mobiles, des forces, la ten- 
sion sera constante d’un de ces nœuds à l'autre; ensuite, si on fait attention 
que, lorsque le système est en équilibre, une force appliquée, à un 
point, ou sommet d’angle , du polygone funiculaire, a la meme intensité 
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et se trouve dirigée sur la inc me ligne que la résultante des tensions des 
deux côtés adjacents à cet angle, on verra que ce même angle doit être 
partagé, en deux parties égales, parla direction de la force appliquée à 
un anneau mobile, qui occupe son sommet, puisque les tensions sont 
égales de part et d’autre de l’anneau , et que la résultante de deux forces 
égales doit faire le même angle avec chacune d’elles. 

Ces considérations vont me fournir les moyens d’ajouter aux condi- 
tions générales d'équilibre, données précédemment, l’expression analy- 
tique des conditions particulières que comporte le cas dont je nt’occuppe 
en ce moment. 

41 1. Soit !< le nombre des côtés séparés par h — 1 anneaux mobiles, 
entre deux nœuds ou points fixes sur le polygone; désignons par /(,„) la 
somme des longueurs de ces côtés, ou la longueur totale, connue, de la por- 
tion de cordon comprise entre les deux points fixes; par/.'. À", etc, /W, 
les longueurs particulières et inconnues de chacun des côtés qui la com- 
posent ; par Xf in ; , et les coordonnées du premier nœud , ou 
point fixe, de celui qui est le plus près de l’origine du polygone, dans le 
sens du périmètre; par x' , ÿ , z‘ j x" , y" , z" j etc, les coordonnées 
des anneaux compris entre ce premier point fixe et le second, enfin par 
a ' , 6 ’ , y' } ’a." , S" , y" s etc. les angles que font, avec les axes des 
a-, y et 3 les directions des puissances appliquées à ces anneaux. 

L’équilibre du système étant supposé établi , les équations ( S ), de l’art. 
4o5, seront indistinctement applicables aux points fixes et aux points ou 
anneaux mobiles , et auront lieu dans le système, comme si tous les points 
étaient fixesjles équations delà forme /*^{xf — x)*+(jS—jr)*+(z'—z)* 
auront aussi lieu sur l’étendue entière du système , mais celles de ces 
équations qui se rapporteront aux côtés )!' , etc. /CU, devront être 
combinées avec l’équation de condition /' + (■" + . . . =<l<ni) qui 

est la seconde de l’art. 391. 

Il faut, de plus, avoir un nombre h — 1 d’équations, à ajouter à la 
précédente, pour compléter le nombre total de celles dont on a besoin, 

eu égard à l’introduction des nouvelles inconnues i! , , ÂCW, 

et ces — t équations sont fournies par la condition de l’égalité des 
angles formés par chaque puissance P' , P" , etc. avec les cotés placés 
de part et d’autre de l’anneau auquel elle est appliquée, condition qui 
donne, 



j 83 





x"—j/ 

— Y> — cos. y 



+ 



y -y 

j" 



cos. 6' + 




cos. •/ 



qui sont , 



d’après le théorème connu de trigonométrie, les expressions des cosinu 
des angles formés par la puissance appliquée» Vanneau dont les coor- 
données x 1 ,y , s' déterminent la position , et par les eûtes /' et X' pla- 
cés de part et d’autre de cet anneau. 

412. Je ferai, en achevant ce que j’avais à dire sur cette matière, un 
rapprochement entre les résultats de l'analyse précédente , et les pro- 
positions des art. 337 , 338 et 90. D’après l’art. 33 7 l’équilibre du poly- 
gone doit encore subsister après qu’on a rendu fixe , dans l'espace , un 
nombre arbitraire de points de ce polygone; on peut donc supposer que 
tous ceux de ses point» , auxquels se trouvent des sommets d’angles , sont 
immobiles dans l'espace, à l’exception d’un seul oit serait placé un an- 
neau , et, art. 338, si cet anneau , resté seul mobile, devait prendre du 
mouvement, il faudrait en conclure que l’équilibre n’existait pas, avant 
qu’on eut fixé les autres points; mais, art. 90, l'anneau, dont il s’agit, 
ne peut être sans tendance à se déplacer qu’autant que la puissance, qui 
le sollicite, est perpendiculaire à la surface courbe sur laquelle il est assu- 
jetti à se mouvoir; cette surface courbe est celle d’une ellipsoïde de révo- 
lution, ayant un de ses axes égal à la portion de cordon comprise entre 
les deux points fixes placés de part et d’autre de l’anneau , ces points 
fixes pour foyers, et on exprime que la direction de la puissance est nor- 
male à cette même surface , en posant une équation de même forme 
qu’une des équations (/) de l’art, précédent. 

4t3. Connaissant la longueur du cordon attaché aux deux points fixes, 
et la direction de la puissance appliquée à l’anneau que ce cordon tra- 
verse, on détermine, graphiquement, avec beaucoup de facilité, la po- 
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sition de cct anneau , dans le plan qui renferme les points fixes , le cordon 
et la direction de la puissance. Soient A et B les points fixes, menant 
A Q et B B parallèles à la direction de la puissance, décrivant des points 
Fg. 16 et Ü , comme centres, et d’un rayon égal à la longueur du cordon, 
les arcs de cercle a a x' e t G b ff , qui coupent B R et A Q en a et // , 
et mènent les droites A a et B b } le point d'intersection C ; de ces 
droites, sera le point cherché. 



Passage du polygone funiculaire à la courbe. 

414. Il est souvent utile, dans la recherche des conditions de l’équili- 
bre, ou des lois du mouvement, d'un système composé d’un nombre 
indéfini de points, séparés les uns des autres, et liés, entr’eux, d’une 
manière quelconque , de disposer l’analyse de manière à pouvoir y intro- 
duire immédiatement, la condition de la continuité , ou de l'état 
qu’acquiert le système, lorsque, par la multiplication, à l'infini, du 
nombre de ses points , darts un espace fini, on rapproche ces points de 
manière qu’ils forment un corps continu. Des géomètres du premier 
ordre ont appliqué cette méthode , avec le plus grand succès , à des 
questions importantes, et la théorie de l’équilibre du polygone funicu- 
laire me fournit le moyen d’en donner un exemple digne d’attention. 

Si on veut passer du polygone à la courbe dans le cas le plus général , 
c’est-à-dire en supposant que les forces, appliquées au système , agissent 
dans des plans diirérents, ce qui donne une courbe à double courbure, 
les équations ( 6 ) de l’art. 405 deviendront, immédiatement, les équa. 
tions différentielles des projections de la courbe sur le plan .tr et sur 
le plan xj , en considérant x / , x u , x„, ,x„ nî y, , y,,,,; 

s t , j ;/ , s llt , comme les coordonnées de quatre points de la courbe 
infiniment voisins les uns des autres, et on aura, en supprimant deux 
accents aux puissances et à leurs angles avec les axes, et un accent aux 
coordonnées , l’ordre de succession de ces quantités pouvant être indiqué 
sans équivoque par les accents qui resteront. 



iî 



d. v cos. 






cos. «z, = o 



CCS 
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ces équations se ramènent aux quantités et aux différences sans accents, 

en observant qu’on a P , — P + dP } x t =x + d. r j dx, s=-dx + ddx j 

dx /l = dx / + ddx l =dx + 2.ddx + (P x et ainsi des autres. 

4 : 5 . Désignant par 17 l’angle que fait, avec l’axe des x , la projection 

orthogonale de la direction de P sur le plan xy , on a 

. cos. 6 sin. n 

cos. a =* cos. k sin. y ; = 

’ cos. a cos. n 

et la première équation de l’article précédent , devient , en faisant 



! 2 J! V&)_zr,c « .J ÿ) 

os.riJ \dx,J ' '\dx n cos .r k/ J \dx J 



P sin. y=JJ 
JT cos. r (y-- 

\dx cos. 

Cette équation est celle à laquelle on parviendrait si on voulait ex. 
primer les conditions de l'équilibre entre les forces PI agissant, dans 
le plan xy où elles feraient des angles n avec l’axe des x , sur une courbe 
funiculaire qui serait la projection orthogonale, sur le même plan, de 
celle à laquelle les forces P sont appliquées. Ces forces PI, ou P sin. y, 
sont les composantes des forces P parallèles aux plan xy ; et tout ce que 
je viens de dire relativement au plan xy, peut s’appliquer au plan xz , 
car d’après la a*, équation de l’art. 414, on obtiendra, relativement à 
ce plan, une équation de même forme que la précédente, et qu’on aurait 
pu en déduire, en y substituant, a ir, P *»n. S k P sin. y, et l’angle 
formé par l’axe des x et par la composante P sin. S , à l’angle que forme 
le même axe avec la composante P sin. y : ces observations se rap- 
portent à ce que j'ai dit, art. 407. 

416. On voit , par-là , qu’en considérant à part chacune des équa- 
tions qui expriment les conditions de l’équilibre d’un polygone ou d’une 
courbe funiculaire, sollicités par des forces dirigées dans différents plans, 
les opérations analytiques que cette équation comporte , sont les 
mêmes qu’on aurait à faire dans le cas où les forces agiraient dans un 
même plan , et où , par conséquent , la courbe funiculaire serait une 
courbe plane. Il suffit donc de traiter ce dernier cas, et pour en faire, 
autaut qu’il est possible, un exercice utile aux élèves, je vais chercher, 
par des considérations immédiates, les conditions de l'équilibre du poly- 
gone funiculaire plan , ce qui me conduira à une démonstration de 
l'équation précédente, indépendante de celle des équations de l’art. 414, 
dont elle est déduite. 



1 
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417. Soient, dans l’hypothèse du polygone funiculaire plan, a, a, et 
a„ les angles - formés par trois de ses côtés consécutifs et par l’axe des 
•t, lequel est tracé sur le plan qui renferme les côtés du polygone et 
les directions des forces ; nommons t , l, et /„ les tensions respectives 
de ces côtés; P et P, les puissances appliquées aux points qui réunissent 
le t cr au a' , et le a' au 3 '; a et a, les angles que les directions de ces 
puissances font avec Taxe des x-. 

L’équilibre absolu de celui de ces trois côtés qui est entre les deux 
autres exige, 1“. que la somme des composantes des forces qui agissent 
dans le sens de sa longueur, provenant de P, /, P, et /„ , soit nulle; 
a°, que les sommes des composantes perpendiculaires à cette longueur,, 
provenant, d’une part, de P et /, d’une autre part, de P, et /„ soient 
nulles chacune en particulier. 

Ces conditions sont exprimées par les équations' 

/ cos. ( a — u,) + P cos. (a, — a) = /„ cos. (a„ — a,) + P, cos. (a, — a,) 
/sin. («—«,) = Psin. (a,— a) j /„ tan. (a„— a,) = P,sin. (a,— a,) 

418. Eliminant / et /„ entre ces trois équations, et réduisant par les 
théorèmes connus de trigonométrie , on a l’équation suivante qui ex- 
prime les conditions de l’équilibre absolu d’un côté quelconque du 
polygone. 

P sin. (a„ — a,) sin. ( a — a) — P, sin. (a, — a) sin. (a„ — a,) 

419. Les raisonnements des art. 408 et suivant, relatifs aux cas d'un 
ou de deux points fixes, dans le système, à ceux oit quelques-unes des 
forces agissent sur des anneaux mobiles, etc. s’appliquent d'eux-mêmes 
2i l'équation précédente, et il serait sujierflu de les répéter ici. 

420. L’équation de l’art. 418 aurait pu s’obtenir, immédiatement, 
par le théorème de l'art. 5 o, en considérant /, comme la résultante de 
P et de /., d'une part , de P, et de de l’autre; formant, d’après le 
théorème cité, les deux proportions 

/ : P ::sin. (a — a) : sin. (a, — a) 

/,: P, ,%‘sin. sin.(a„— a,) 

et éliminant/, entre les équations que ces proportions fournissent. Celte 
manière d’obtenir l’équation finale, quoique plus simple et aussi rigou- 
reuse que celle de l’art. 418 , ne met pas dans une aussi parfaite évi- 
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denre 1rs équilibres partiels qui assurent l’équilibre absolu dont on 
cherche les conditions. 

421. 11 est aisé de voir comment cette équation de l’art. 418, obtenue 
par des considérations immédiates, est la même que celle qu’on aurait 
déduit de l’équation de l’art. 4i5 , où U et » représentent P et a. ; déve- 
loppant les sinus des différences d'arcs, l’équation de l’art. 418, prend 
la forme 



J» n I 


r sin. fl 


sin.a^ f sin .a n 


sin. a' 


JL CUS. 14 1 


^ COS. U 


co s. a J y cos. a tt 


cos. a, 


TJ rr\c fw I 


^si n.a /f 


§in. a,\ f sin. a t 


sin. a 


4 Xyl 


^cos .a, t 


cos. a, J \cos, a, 


cos. a 



introduisant dans cette équation, applicable indistinctement, au poly- 
gone et à la courbe, les conditions qui caractérisent la courbe, on a, 

sin. a d y sin. fl, dy, sin. fl,, __ d y ,, 

d x, 



cos. a 

Ar„ 

■dx,, 



d x 



cos. a. 



d .r, _ d( dy '\ • dy ' 

dx f ydr,J J dx, 



cos. a u 
dr -d 



dx 



(g) 



O. 

et la substir 



tution de ces valeurs, redonne l’équation de l’art. 4 i 5 , en remplaçant 
P et a par II et 17. 

422. Pour arriver aux expressions analytiques les plus commodes, 
relativement aux conséquences à tirer de la théorie précédente, je met* 
l’équation de l’art. 418 sous la forme 

P, (sin. «„ cos. a, — cos. fl„ sin. a,) sin. (a, — a) 1 
— P ( sin. a cos. a — cos. a sin. x )sin. ( a„ — fl,) j 

423. Passant du polygone à la courbe, supposant ds constant, et dé- 
signant par r et r,, les rayons de courbure menés aux points d’applica- 
tion des forces P et P, , on a 

. dy dx . dy., dx,, 

sin. a — —j— j cos. a — —y J »in. a — ; cos. a = — -- ; 

ds ds ds ds 



• / , «* •> - , .«j 

sin, (a, — fl) = j sin. (a„ — a,) = 

r T ! 

et ces valeurs , substituées dans l’équation de l’article précédent , U 
cliangcnt en 
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(1) . . . P, r t (dy tl coi. », — rf-r^sima,) — Pr(dycos.a — «k-sin. a) = 0 
Le premier ternie du premier membre est l’équivalent de l'expression 
P t r, ( dy, cos. a,, — dx, sin. a , ) + P, r, ( d dy, cos .a, — dd x , sin a, ) 

laquelle étant introduite dans (1), donne, en observant que, d’après la 
condition de la continuité , l’excès d’une fonction où tout est marqué 
d’un accent , sur la même fonction, sans accent, égale la différentielle 
de cette dernière fonction 

(2) . . d\ Pr(dyco$a — dxs\n. a ) j -f- P, r, ( ddy, cos a, — ddx,s\a.a,)=.o 

424. P ,r,r=. P r +d(Pr ) ; ddy, cas. a^ddycos. 2 + d (ddy cos. a) f 
d d,r ,s\n. a^d dxs'm. a. + d(ddxs\n. a) ; substituant ces valeurs dans 
l'équation (a) de l’article précédent et ne conservant que les termes du 
2 e . ordre, on obtient finalement 



d\ Pr(dy cos.a — dx sin. a ) | -\-Pr(ddy cos. a — ddivm.a^—o 

42a. On a, par la théorie des courbes, dans l’hypothèse de ds cons- 
d y ds dxds ,, , , , dyds , , dr ds 

tant ’ r== dJx^~ ~ddy d ° U ddX ~ r * dd * = T S 

et mettant, au lieu de ddx et ddy , ces valeurs 

d\ Pr(dx sin. a — <f/eos.«)j . , 

— -g “ + P(dy sin. a + dx cos. a) =0 

. , , dyds 

426. Enfin substituant a r 1 expression ' > on arrive à l’équation 
du 3 e . ordre 

„ Pdyidxsvo.a — dyc os. a) , . 

d \ — 1 7 -3 — 1 I + P(dys\n. a + dx cos. a )= o 



427. Lorsque les forces tangentielles, appliquées aux points extrêmes 
de la courbe, ne sont pas données à priori, ou, lorsque ces points ex- 
t ré mes sont fixes, les déterminations des tensions que la courbe y éprouve 
sont liées à celles des constantes arbitraires, introduites par les intégra- 
tions. On voit, en général, par les relations qui existent entre les équa- 
tions de l’art. 40.5, et celles de l’art. 414 et suivants , que ces dernières, 
se rapportent spécialement aux différents points du système, autres que- 
les points limites, qui exigent des considérations particulières. 
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Application des formule) précédente) au cal où les directions de) forces sont 
supposées normales à la courbe funiculaire. 



428. L’équation de l’art. 425 donne immédiatement une propriété 
remarquable de l’équilibre d'une courbe funiculaire sollicitée par des 
forces dont toutes les directions sont perpendiculaires aux éléments de 
courbe auxquels ccs forces sont respectivement appliquées. 

Cette hypothèse donne 

dx dy. 

ds ’ ds 

d'ou on tire 



d j Pr ( dx* + d y* ) 

— 1 ; = — = o 

</s» 

observant que ds , dont le carré = dx 1 + dy* , est constante et inté- 
grant, on a 



Pr = constante } P = 



constante 



chaque force est réciproquement propportionnellc au rayon de courbure 
de l’élément de courbe sur lequel elle agit. 



Équation de la courbe funiculaire sollicitée par des forces parallèles et égales. 



429. Les forces qui sollicitent le polygone funiculaire, et qui agissent 
dans un même plan , élant de plus supposées égales, et parallèles à l’axe 
desj', on pourra trouver, immédiatement, les conditions de leur équi- 
libre, en répétant les raisonnements des art. 417, 418, 419 et 420, et 
observant que l'hypothèse de a — a l = \sr, donne sin. (n — <z) = cos.« 
etsin .(it,, — a,) = cos. a tr Celte simplification et la condition P = P, = 
constante , réduisent l’équation de l’art. 418 <1 

cos . a sin. ( a u — a,)— cos. sin. (<ï, — <i) 

430. Introduisant , dans cette équation, les valeurs données art. 4*3, on 
a , toutes réductions faites, rdx — r t dr /t ; ou , en éliminant les quantités 
accentuées, au moyen des valeurs r,=zr+dr, dx,, = dx + 2 ddx + t&x , 
et négligeant les termes d’un ordre plus élevé que le second , 
2 rddx + drdx = o , et enfin 

d(rdx) + rddx = o 



t 

* 

i-* 



i. 

U 
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43 1. Faisant encore disparaître le rayon de courbure r— ( ds 

est supposé constant ) cette équation devient 
( dydx \ 

d {-ddr) + ^=° 

43a. Les équations des deux articles précédents sont exactement , les 
mêmes qu’on aurait eu, sans calcul, en faisant, dans les équations des 
art. 42401 426, P = constante et a = i .?r d’où, sin.<z = t , cos. a=>=o. 
Cette simplifiai lion rend lequatipn différentielle de la courbe funiculaire 
intégrable, ainsi qu'on va le voir. 

433 . La première intégrale de d ^ j -i- dy ±= a, est 

dydx 

ddx // ~' r 

A est la constante arbitraire. Mettant celte intégrale sous la forme 

djT djr 

( 1 f ‘ dx ~ A —y 

et observant que ds est supjiosé constant, on obtient, immédiatement, 
une seconde intégrale 

(a) dx(A — y) — Bds 

de laquelle on tire 

+ Bdy 

( 3 ) dx = — Z^i 

V^A-yŸ-B* 

P étant une seconde constante arbitraire. Enfin la 3 e . intégrale est 
Ç Traité élémentaire de calcul intégral de Lacroix } art. 162) 
x = B\og.CÿB\og. | A— y } 

eu x— + B )og. j C( A —y + y\A-dy ) • — B~) ( (4) 

La courbe a deux branches égales et semblables, placées symétrique- 
ment de part et d’autre d’une jurallcle à l’axe des y. 

434. Le* trois constantes A , B , C sont données , lorsqu’on connaît 

les positions du premier cf du dernier ]K)int, et la longueur de la courbe 

qui est susceptible d’une rectification algébrique. L’équation (2) de l'art. 

. .1 , , dx(A-y) {A—y))fdy'—ds' ,, , 

j recèdent donne ds — 4 — — — j d ou 
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,, , < y(J—y) 

- If (A—jY—B' 

. . s= + y r (A—fY—M r + E 



t<ji 



E est une 4 e . constante arbitraire. 

435. Substituant, successivement, dans l’équation (4) tle l’art. 433,. 
les valeurs de x et y qui correspondent à l’origine et au dernier point 
de la cotirbe , et faisant des substitutions pareilles, pour s clj-, dans 
l'équation (2) de l’art. 434, on aura quatre équations déterminées, qui 
renfermeront les quatre inconnues A , B , C , E, avec des quantités 
connues; les deux premières équations sont transcendantes, mais, quand 
il 11e s’agit que d’évaluations numériques, on peut, par des méthodes d’ap 1 - 
proximation, obtenir les valeurs cherchées. 

436 . Lorsque les constantes seront ainsi déterminées , on trouvera 
aisément, par les équations ( 3 ) et (4), de l'article 433 , la posi- 
tion du point de la courbe où la tangente est parallèle à l’axe des x } 

c'est-à-dire où on a = 0. Faisant passer, par ce pointy une paral- 



lèle aux y et plaçant l’origine des coordonnées, sur celte parallèle, à 
une distance A de l’axe des x , du côté des _ ) positives , on aura ( les 
nouveaux axes des coordonnée» étant parallèles aux anciens) l’équation' 
de la courbe sous la forme suivante, la plus simple dont cette équation' 
soit susceptible 

r »_l/viir«i\ f .v, d»n*l’équation ci-à côté, 

J I < reprciriilerT — ydcléqua- 

, B J t liuu (4), art. 43Î). 

Les deux branches égales et semblables de la courbe sont placées sy- 
métriquement, de part et d’autre du nouvel axe dès /, le paramètre H , 
égal à la distance de l’origine des coordonnées au sommet de la courbe, 
est , en même temps , égal à son rayon de courbure au même point, 

le rayon de courbure, à un point quelconque, étant = voyez, 

pour la démonstration de plusieurs propriétés curieuses de cette courbe, 
un mémoire de M r . Ampère publié dans le tome 1". de la collection des 
mémoires présentés à l'Institut par divers savants. 

437. Conservant la position des axes coordonnés déterminée dan» 



^r_x = Ii log. / 
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l'art. précédent, la tangente trigonométrique de l'angle formé par l’axe 

des x et par l’élément ds de la courbe a pour valeur 



(') 




et la longueur de l’arc de la courbe, comptée du point dont l’abcisse 
r = Oj se calcule par l’équation 



( l’origine de» > doit i 

< a > = | r=flctI=0)lem6 



it t*tre pris* au point où 

, , ày 

meme point ou —j— =<>. 

(Tjp 



évaluation do la tension , à un point quelconque de la courbe funiculaire] défi* 
nilion de la chaînette . 

438 . Toute l’analyse renfermée dans 1 rs dix articles précédents est 
uniquement fondée sur les conditions de l’égalité et du parallélisme des 
forces appliquées aux différents points de la courbe funiculaire, et laisse 
entièrement indéterminée l’intensité commune de chacune de ces forces. 
Ainsi l’équilibre ayant lieu dans une certaine hypothèse sur cette inten- 
sité, on peut la doubler, la tripler, etc. sans que la forme de la courbe 
funiculaire change , si toutefois le cordon est capable de résister à la 
tension qu’il éprouve et dont il faut donner l’évaluation. 

Je nomme T, et T„ les forces tangentielles qui retiennent la courbe 
fi son premier et à son dernier point , et qui peuvent être les résistance * 
de deux points fixes auxquels le cordon serait attaché; et substituant, 
dans l’équation (1) de l’article précédent, pour y les valeurs de la pre- 
mière et de la dernière ordonnée , j’ai les angles que forme la courbe 
avec l’axe des abcisscs k son origine et k son extrémité , angles que je 
désigne, respectivement, par A, et A„. 

11 s’agit d'abord d’évaluer T, et T n , mais on ne peut rien prononcer 
Bur ces forces , ou ces tensions extrêmes, sans connaître les forces qui 
agissent sur le système entier; supposons que la courbe funiculaire est 
une corde pesante , homogène , uniformément grosse, et, d’ailleurs, par- 
faitement flexible et inextensible ; la force appliquée k chacun de ses 
éléments aura , pour valeur , le poids de cet élément , et le plan vertical , 
dans lequel se trouveront les point extrêmes de cette courbe, la renfer- 
mera toute entière. Les axes des x et desj-, art. 436 et 437 , seront , l’un 

horizontal 
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horizontal et l’autre vertical ; le point où = o sera le point le plus 

l tJD 

bas de la courbe. 

De plus, si, pour simplifier, on regarde comme unité de poids, le 
poids de l’unité de longueur de la corde et qu’on fasse sa longueur to- 
tale, entre les points extrêmes, égale à SI , on aura trois forces S 2 , T f 
et en équilibre, la première, qui est verticale, faisant, avec chacune 
des deux autres, des angles respectifs, j 7 T — A, , et j tr — A„ , ce qui 
fournit, art. 5 o, les proportions 

S 2 :T,: T rl :: sin. ( A, + A„ ) : cos. A„ : cos. A, 
desquelles on déduit 

r,= S2j t u =- ,- cos : . . si 



sin. {A t +A u ) sin S(A,+A„) 

439. Ces deux équations peuvent se mettre sous la forme 

T = ^ t-Han S .‘ A, f2 ■ T = ^ i-j-tang.* A„ 

‘ tang./#,-Hang.^„ J “ tang. ^,-ftang. A„ 



SI; 



on a art. 437, en désignant par a, et a n les ordonnées respectives du 
premier et du dernier point de la courbe, 

tang. A, — — J tang . A u — B J 



S2=(o*-B»y + ((T,,* — «*)• 

et ces valeurs, substituées dans les deux équations précédentes, donnent 
les résultats remarquables 

T , = S T „ — a ,r 

440. Ces résultats auraient été obtenus d’une manière plus simple en- 
core si on les eût déduit de la tension que la courbe éprouve à son point le 

plus bas, au point où -j— =0, et dont l’ordonnée =B; désignant cette 



tension par G et faisant la longueur de la courbe, depuis son premier 
point jusqu’à celui dont nous nous occupons, égale il o, on a art. 437, 
u — Ÿ a, — ü * , et art. 5 o 

sin. A, 

co : G :: sin. A. : cos. A, ‘.l 7— : 1 

1 ’ cos. A, 



d'où 



G — 



a 

tang. A, 



20 
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et substituant pour a> et tang. A, leurs valeurs. 



G = H 



B est l'ordonnée du point le plus bas de la courbe. 

441. A un point quelconque , où la tension est /, on a 

dx 

~dî 



f. & :: 



d’où / = —, — . 0 

dx 

(1 s . y 

et substituant , pour 0 et leurs valeurs respectives B et ~ ,ona 

l — J 

la tension, à un point quelconque de la courbe, est égale au poids d’un 
arc de cette courbe de même longueur que l’ordonnée du point où se 
fait éprouver cette tension. 

44a. La courbe, dont je viens d’exposer les propriétés, connue par 
les géomètres sous le nom de chahicltc , est célèbre dans l’histoire des 
mathématiques. 



Los puissances qui sollicitent le polygone ou la courbe funiculaire, sont dirigées 
sur des points fixes dans l’espace. Cas où on suppose quo’ccs forces tendent 
h un centre commun et sont des fonctions quelconques des distances de leurs 
points d’application à ce centre. 

443. J’ai supposé , dans toute la théorie exposée depuis l’art. 3 ça , 
que les quantités, ou données ou cherchées relativement à chaque force, 
étaient son intensité, les angles formés par sa direction et par des axes 
fixes dans l’espace , et un seul point de sa direction, appartenant au poly- 
gone ou à la courbe funiculaire. Cette hypothèse convient à la plupart 
des usages qu’on a ù faire du système funiculaire , dans les machines ; 
il est cependant des cas où l’action d’une puissance se transmet à un pareil 
système, par l’intermède d’une corde qui passe sur une poulie fixe, et si, 
envisageant les problèmes qui le concernent, sous un point plus étendu, 
on veut le considérer comme soumis aux forces naturelles, résultaht des 
actions réciproques des corps les uds sur les autres, il faut avoir égard 
aux points fixes vers lesquelles ces forces sont, en général dirigées. 

11 convient , d’après ces observations, de compléter les études utiles 
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que les élèves ont eu occasion de faire sur le polygone funiculaire, par 
un court examen du cas des points fixes extérieurs au système. 

444. Conservant la notation des art. 3ç4et 405, j’appelle 
C(m), les coordonnées respectivement parallèles aux x et z , du point 
fixe, par lequel passe la direction de la force P(m) appliquée au point, 
ou sommet d'angle, n°. m ; on peut imaginer, à ce point fixe, un an- 
neau , d'une ouverture infiniment petite , traversé par un fil parfaite- 
ment flexible et inextensible , dont une des extrémités est attachée au 
point n°. m , la puissance P(m) étant appliquée à un point quelconque 
de ce fil qui ne soit pas compris entre le point n°. m et l'anneau fixe, 
et son intensité , étant égale à la tension du même fil ; cette manière 
d’envisager les actions des forces P(m) fournit immédiatement le moyen 
de les représenter par des poids suspendus aux extrémités des fils qui 
traversent les anneaux fixes. 

440. Les forces, qui sollicitent les différents points ou sommets d’angles 
du polygone , seront ainsi représentées , en intensités , et directions , 
par les tensions et les directions des fils attachés à ces points et tra - 
versant les anneaux fixes , quelques soient d’ailleurs les directions des 
forces qui tiennent ces fils tendus. Introduisant ces nouvelles conditions 
dans les équations (if) de l’art. 405 , on remplacera cos. a„, cos. f> n , 
cos. y„ , cos. je,,, , cos. if,„ , cos. y,,, , par des quantités dont les exprès * 
sions auront la forme 

e—* 

C0S “ ^(|_^ ) x + ( ^_ r) ï + (4r _ x ji 

cos ' ïtf-ÿ 



C0S,/ KÜ z -x)x+( >! -j')»+(4r- î )* 

des-Ior» ces équations (if) ne renfermeront plus que des fonctions des 
puissances et des coordonnées de leurs points d’application, dans les- 
quelles entreront les constantes qui appartiennent aux points fixes. 

446. Si, pour avoir un exemple de l’application des équations (if) 
ainsi modifiées, on considère, comme données, les intensités des puis- 
sances , les longueurs des cûtés du polygone, et qu’on suppose ses deux 
extrémités attachées à des points fixes, de positions connues, il restera 
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à déterminer 3 ( n — s. ) ordonnées ; or ( if) et (y ) , de l’art. 405 , fourni- 
ront, précisément un nombre d’équations égal à celui de ces inconnues. 

Je n’entre dans aucun détail de calcul; i! me- suffit d'avoir indiqué la 
marche de l’analyse; je supprimerai également, pour abréger, les détails 
relatifs aux usages qu’on peut faire des équations des art. 3 ç 6 et 400 en 
y introduisant les considérations exposées dans les deux articles précé- 
dents et je passe à l’examen curieux et instructif du cas où toutes les 
forces, appliquées à un polygone ou a une courbe funiculaire, tendent 
à un centre commun. 

447. Ce polygone, ou cette courbe, étant supposés attachés à deux points 
fixes , ou sollicités , à leurs extrémités , par des forces tangentielles diri- 
gées dans un plan qui renferme le centre commun des directions des forces, 
ce même plan renfermera la trace entière du polygone ou de la courbe. 

Je mets l’équation générale de l’art. 418, sous la forme suivante. 

sin. (a„— a,) _ sin. (a, — a) . . 

P 1 sin. (/i„ — a.,) P sin. (a — a) ’ ' 

et il s’agit d’y introduire les conditions qui caractérisent le cas particu- 
lier de la convergence des forces en un point commun ; pour cela, dési- 
gnant par p et p, les distances respectives du centre de direction des forces 
aux points d’application de P et P,, j’observe que le triangle formé par 
les lignes p , p, et par le côté du polygone aux extrémités duquel elles 
aboutissent, donne la proportion 

p : p, “sin. (a, — a,) : sin. (a, — a) 

d’où p, sin.(rt, — a,) = p sin. (a, — a) (2) 

équation de condition cherchée; divisant (1) par (2), on obtient 
l’équation 

sin.(<?„ a,) sin. (<7, — a) 

' ' ’ ’ ’ P,/»,sin(<ï„ — a,)5in(<7,_a,) Pps\n(a, — «)sin(a — a) 



cette équation nous apprend qu’on a, pour chaque point d’application 

. sin.frt, — «) 

des forces, une expression de la forme -n — : — 7 r * 7 — ï r 

‘ Pp$m.{a, — a)sw.(a — a) 1 

représente une quantité constante , dans l’étendue entière du système, 

puisque la différence entre deux expressions de cette forme, qui se rap- 
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portent à deux points consécutifs quelconques est égale à zéro. Ce ré» 
sultat donne l'équation 

Ppûn.(a , — <z)sin.(a — a) 



sin. (a, — a) 



constante 



et c’est une première intégration effectuée d’avance pour le passage du 
polygone à la courbe. 

448. J'appelle vf l’angle formé par le rayon vecteur p et par une 
ligne de position déterminée dans le plan des forces, et passant du po- 
lygone à la courbe, j’ai par les théories géométriques, en désignant, par 
ds , l’élément de la courbe qui a p pour rayon vecteur, et par r le rayon 
de courbure de cet élément. 




sin. (a — a) 



pd\j> 

ds 



l’hypothèse de la continuité permet de faire sin. (a, — a) —sin. ( a — a) , 
et toutes ces valeurs, substituées dans l’équation (3) de l’art, précédent, 
la changent en 



-Pp 



p 1 rfiî 4 
ds 3 




A étant une constante. 

449. La constante ,7 doit, d’après ce qui est dit ci-dessus, représenter 
une expression de même forme que celle du premier membre de l'équa- 
tion qui la renferme, et cette expression appartient à un point déterminé 
de la courbe. 

Si on appelle G la force agissant sur ce point, g, X> et ^ j respec- 
tivement , le rayon vecteur, l’angle que ce rayon forme avec la courbe, 
et le rayon de courbure, au même point, on aura, ds étant supposé 



Constant, A : 



RG g. sin.* y R 

— — en faisant /?G^sin.*^= B, 



ds 



et l’équation de l’article précédent, devient 
Pdp = B- 



p 4 d4* 



4.5q, On en déduit par l’intégration 
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( 1 ) p'dp fPdp = — Bds 

mettant , au lieu de ds , sa valeur ,ip‘ , et dégageant dp , 

011 a ultérieurement 

Bd p 



W 



dp — 



p\p t {/Pdpy—B*\* 

45i. Telle est l’équation polaire, la plus générale de la tourbe funi- 
culaire, dans le cas où toutes les forces tendent h un centre commun. 
P étant une des forces de la nature, dont j’ai parlé art. 44-3, sera, en 
général , fonction de p , ensorte que f Pdp , et par suite , ÿ seront aussi 
fonctions de cette seule variable. 

Supposons que P soit soumis aux mêmes lois que les forces du sys. 
tême du monde , et que, par conséquent , son intensité soit réciproque- 
ment proportionnelle au carré du rayon vecteur p } on aura 

Gg 1 

P 1 

J?fL=-Gg*.-L 

P 



P : G : : g* : p* j P = ■ 



fP dp = Gg 1 ./- 



P 1 



4- constante 



je prend l’origine des angles p sur le rayon vecteur g , et considérant g 
comme la valeur initiale de p , j’ai constante =■ Gg, d'où 

(0 fPdp = Gg^-f)=Gg 

et l’équation (a) de l’article précédent devient, en faisant R sin. a ^pç— . h 



(»> 



dp = 



hdp 



P\(p-ff) 2 -h*\ r 
45a. Soit P réciproquement proportionnel à une puissance <0 du rayon 
vecteur p, on aura 

Gg“ 



fPdp—Gg'*./ 



P : G " g*-. p»j P 
dp _ Gg- 



jjtk) 

p*~ " + constante 



p<* t — a 

fP dp devant, comme à l’art, précédent , s’évanouir lorsque p—gj l’in- 
tégrale devient 



(•) 



./Pdp: 



Gg- 



(/>«-“— g «-“1 
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et cette valeur, substituée dans l’équation (a) de l’art. 400 , donne 




453 . L’équation (2) , art. 46 1 , a une intégrale algébrique dans le cas de 
g — h j autrement elle s’intégre, ou par logarithmes, ou par arcs de 
cercle. On peut observer , de plus , que lorsque G représente la puissance 
appliquée au sommet de la courbe , ou au point le plus prés du centre 
de direction des forces , on a sin. % = 1 , parce que , à ce point , 

où — =Oj et = 1 , le rayon vecteur est perpendiculaire 

à la courbe. 

Je supprime, pour abréger, les détails, purement analytiques et géo- 
métriques , que l’éxamen des équations des deux articles précédents 
pourrait amener, mon principal, ou plutôt, mon unique objet ayant 
été de présenter aux éléves la théorie de statique qui conduit à ces 
équations et qui leur fournit matière à une étude extrêmement utile sur 
les systèmes de forme variable. 

Principe général de l’équilibre ; ce qu’on entend par vitesses virtuelles . 

454. J'ai démontre , art. 75 et suivants , plusieurs propriétés remar- 
quables de l’équilibre .d’un point matériel, sollicité par des forces agis- 
sant dans des directions quelconques, et j’ai fixé, particulièrement , l’at- 
tention des élèves sur l’équation fPdp — O, de l’art. 87 , en leurs disant 
que cette équation était « l’énoncé, applicable à l’équilibre d’un point 
« matériel, d’un principe très-général de mécanique, appelé principe des 
« vitesses virtuelles , » et en leur annonçant que « son important usage, 
« pour l’analyse de tous les problèmes d’équilibre et de mouvement , 
« serait développé dans la suite du cours. » 

11 est temps de donner les développements que j'ai promis, quant à 
ce qui concerne la statique, et je vais d'abord présenter l’énoncé du 
principe général de l'équilibre , considéré relativement à un système 
quelconque, après quoi je prouverai que lorsque l’équation déduite de 
ce principe est satisfaite l’équilibre a lieu , et réciproquement. 

qôô. « Soient P‘ , P ", etc. des forces en nombre quelconque respeeti- 
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« vement appliquées à un pareil nombre, (fini ou inlini ) de points ma- 
« tériels qui composent un système, de forme variable ou invariable, 
« que j’appelle système A. 

« Imaginons un autre système, que j'appelle système B, dont la gran- 
t< deur et la forme, ou soient les mêmes que la grandeur et la forme du 
•< système A ou en différent infiniment peu , et qui occupe une position 
k infiniment voisine de celle de A s il faut qu’en cet état de choses , 
»< chaque point de A puisse prendre la place de son homologue, dans B, 

« sans qu'aucune des conditions auxquelles les positions des points de A , 
« et leur mode de liaison doivent satisfaire, soit violée. La forme et la 
« position de B demeureront arbitraires pour tout ce qui sera compatible 
« avec ces divers assujettissements. 

« Du point qui, dans le système B , est homologue au point d’aplica- 
« tion de la puissance P' , dans le système A , menons une perpendicu- 
« laire sur la direction de P' j nommons dp' la distance entre le point 
« d’application de p' et le pied de celte perpendiculaire j donnons à dp' 
« le signe positif, si P' tend k pousser son point d'application vers le 
« pied de la perpendiculaire abbaissée sur sa direction, et le signe né-, 
« gatif dans le cas contraire. Enfin prenons , sur les directions de P" , 
« P"' , etc. , des longueur dp" , dp'" } etc. déterminées parle même pro- 
« cédé que dp' , et assujetties, quant aux signes, aux mêmes conditions, 

« Si les puissances P' P" , etc. se font équilibre , sur le système , on 
« aura l’équation 

P' dp' + P" dp" + P'" dp'" + etc. = o 
« et réciproquement, lorsque cette équation sera satisfaite l'équjlibre 
«aura lieu.» 

456 . Les distances, infiniment petites, entre les points homologues 
des systèmes A et B ont été nommés les vitesses virtuelles des points 
d'application des forces P' , P" , etc. ; voici sur quoi cette dénomination 
est fondée: si , lorsque les systèmes A cl B sont dans des positions infini- 
ment voisines, chaque point du système A soumis à l’action d’une force, 
se mouvait de manière k aller prendre la place de son point homologue 
dans le système B , ce qui , d’après l’article précédent, pourrait se faire 
«ans que les conditions du système A fussent troublées , et si , de plus , 
tous les déplacements s'opéraient dans le même temps , infiniment petit, 
les rapports qui existeraient entre les espaces élémentaires parcourus par 

le* 
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1rs poiuls d'application des forces , seraient ceux des vitesses de ces 
points, et pourraient représenter ces vitesses , ainsi que je l’expliquerai 
au commencement de la a c partie du cours ; ces mouvements et ccs 
vitesses n’ont pas lieu , mais sont compatibles avec les conditions du 
système ; en conséquence les vitesses ont été nommées virtuelles , 
et le principe, qui donne l'équation de l’art, précédent, a été nom- 
mé , principe des vitesses virtuelles. Les incréments dp' , dp" etc , ou 
les espaces parcourus par les points, supposés mobiles, dans le sens des 
lignes de direction des forces , sont les vitesses virtuelles estimées sui- 
vant ces directions, et on énonce le principe général, en disant que les 
produits de ces vitesses , ainsi décomposées , par les forces respectives 
auxquelles elles se rapportent, doivent, lorsque l’équilibre a lieu , former 
une somme égale à zéro, et réciproquement. 

C’est avec ces considérations anticipées de mouvement , qu’on pré- 
sente ordinairement les notions relatives à la signification de l’équation 
w (P dp) — o, et je les employerai quand elles abrégeront le discours. 
Mais j’ai cru convenable de faire voir, dès l’abord, qu’on pouvait s'en 
passer. 

Définition des moments, dan» l'acception qu’on donne à ce mot lorsqu’il «'agit 
«lu principe de* vitesses virtuelles , ou principe générât de l'équilibre. Obser- 
vation» sur les changements de formes et de positions des systèmes qui pro- 
duisent Us moments. 

457. Après avoir expliqué, avec les détails suffisants , la génération 
des quantités de la forme P dp dont l’égalité à zéro assure l’équilibre, 
ou en est une conséquence, je dois ajouter qu’on a donné h ce produit 
P dp , le nom de moment de la force P. J'ai déjà parlé de la significa- 
tion de ce mot , art. 89, à l’occasion d’un cas particulier d’équilibre, 
et comme il n’a pas ici, ni à l’art, cité, la même acception qu’aux art. 
1Ô7, i 58 et suivants, j’aurai soin, pour éviter toute équivoque, chaque 
fois que j’cmploycrai le mot moment , dans le sens que je viens de lui 
attribuer, de le faire suivre du n°. du présent art. 467. 

408. Voici maintenant quelques observations par lesquelles je crois 
devoir , pour plus de clarté , compléter les notions qui précèdent , avant 
d’exposer la théorie analytique qui les concerne. 

Je ferai d’abord remarquer que le double assujettissement imposé , 
t &6 
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art. 455 , de donner au système B une forme et une grandeur telles' 
que lorsque ce système est dans une position infiniment voisine de celle 
du système A , tous les points de ce dernier puissent, sans violer les 
conditions de leurs liaisons , prendre, dans le premier, la place de leurs 
homologues , suppose (A et B occupant , comme on vient de le dire , 
des positions infiniment voisines) que, dans le cas où le système A 
aura des points fixes dans l’espace , ces points coïncideront avec leurs 
homologues dans B , et que si d’autres points sont assujettis à être posé9 
sur des courbes et des surfaces, les homologues de ceux-ci seront sur 
les mêmes courbes et les mêmes surfaces. Les espaces élémentaires dp , 
qui entrent dans l’équation générale de l’art, qôâ et qui se rapportent à 
l’une ou à l’autre classe des points dont je viens de parler , devront 
donc ou être nuis ou être déduits d’arcs pris sur des courbes ou des surfaces. 

459 . Les changements, infiniment petits, tant de la position géné- 
rale de A , que des positions relatives de ses points, qui feraient occu- 
per à ceux-ci les places de leurs homologues dans B , sont des modifi- 
cations du système , qui ne supposeraient , si elles avaient lieu , aucun 
effort , aucune dépense de force ; chacun de ces points ne doit pas op- 
poser plus de résistance à sa translation , que ne le ferait un point ma- 
tériel pesant , posé sur un plan horizontal , et sollicité par une force 
agissant dans ce plan , à laquelle le point matériel doit céder , quelque 
petite qu’on la suppose, la résistance que ce point peut opposer à son 
déplacement , dans le sens horizontal , étant un zéro absolu. 

Cette indifférence absolue des points d’un système à passer, dé leurs 
positions actuelles, à toutes les positions infiniment voisines, que les 
conditions du système leur permettent de prendre, a lieu non-seulement 
lorsque le système n’est soumis à l’action d’aucune force , mais encore 
lorsqu'il est sollicité par des forces qui se font équilibre. On reconnaîtra 
la vérité de cette proposition, si on fait attention que les conditions , 
susceptibles d’être exprimées analytiquement , qui fixent les positions 
respectives que les différents points du système peuvent prendre, assu- 
jettissent chacun d'eux à se mouvoir sur une ligne ou une surface ayant 
une certaine position par rapport aux antres points; l’équilibre qui , par 
l’état de la question, existe entre l’ensemble des forces agissant sur le 
système, suppose un équilibre partiel, entre les efforts qu’a à supporter 
l’un quelconque de ces points , et qui sont dûs tant aux puissances im- 
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médiatèment dirigées suc lui , qu’â celles dont il éprouve l’action par l’in- 
termède des parties du système. Or cet équilibre partiel exige que la 
résultante des efforts dont je viens de parler, soit perpendiculaire à la 
courbe ou à la surface sur luquelle le point est obligé de rester, rien ne 
s’oppose donc à ce qu’il éprouve un changement de position infiniment 
petit sur celte courbe ou cette surface. 

460. J’ai dit, art. 38 ç, à propos des équations de condition du système 
funiculaire, que les cordons qui n'éprouvaient aucune tension, ou qui 
étaient lâches, n’étant pas des moyens de transmission des forces, de- 
vaient être regardés comme étrangers au système. Des considérations 
analogues s'appliquent au principe général de l’équilibre ; lorsque des 
points d’un système sont attachés les uns aux autres, par des liens flexibles 
que les forces en équilibre, sur ce système , tiennent tendus, il faut ex- 
clure des changements de forme qui introduisent des termes dans la 
somme des moments (art. 467) ceux qui rapprocheraient deux quel- 
conques des points, ainsi liés, en détruisant la tension du lien inter- 
médiaire. 

Il est visible que les forces appliquées au système, restant les mêmes, 
le rapprochement dont je viens de parler ne peut s’opérer qu’en vertu 
d’efforts supérieurs à la tension du lien , ce qui , d’après l’art, précé- 
dent est contraire aux conditions assignées pour les changements virtu- 
els de formes auxquels sont dûs les termes qui entrent dans l’équation 
générale de l’article 405. 

461. Si les liens, qui unissent les différents points du système, sont 
susceptibles d’extension et de contraction , on doit, dans l’état d’équi- 
libre, regarder comme invariable l’état oit ils se trouvent, sous ce point 
de vue, par l’effet des actions des forces, considérer les changements 
virtuels de formes, sans avoir égard aux variations de dimensions qu’ils 
pourraient éprouver, en vertu de leur compréssibilité ou de leur élasti - 
cité, si le système était sollicité par d’autres forces, et supposer que ces 
changements de forme doivent, dans le cas où ils auraient lieu, s’opérer 
de la même manière que si les liens étaient inextensibles. 

Cette condition n’exclut pas le mouvement qu’un anneau peut prendre 
dans le sens de la longueur d’un fil élastique qui le traverse pourvu que 
la tension de ce fil reste la même. 

46a. Enfin on donnera aux valeurs des incréments dp qui multiplient 
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les forces P dans l’équation générale de l’art. 455, toute la généralité 
possible, si le système B , dans sa position infiniment voisine de celle 
du système A , est placé de manière que les points de ce dernier ne 
puissent remplacer leurs homologues, sans que le système auquel ils ap- 
partiennent n’éprouve, indépendamment du changement de forme dû 
aux variations des distances respectives entre ses différents points, un 
mouvement général de translation ou de rotation , suivant qu’il sera 
libre , ou assujetti à tourner autour d’un point ou d’un axe. 

Pour faire concevoir comment la réunion de ces deux conditions doit 
donner, en général , aux incréments dp des valeurs complètes, je citerai, 
en exemple, le polygone funiculaire; les moments (art. 4O7) des forces 
appliquées aux sommets de ses angles, qui ne sc rapporteront qu’à leurs 
changements de positions les uns par rapport aux autres, pourront être 
complètement obtenus en laissant deux sommets consécutifs quelconques 
immobiles dans l’espace; soient ces points immobiles, ceux que j’ai ap- 
pelle, art. 394, le i cr et le I e point-, dès-lors le 3 ' point ne pourra changer 
de position qu’en sc mouvant sur une surface sphérique , de position fixe 
dans l’espace, le 4' point devra se trouver, apres le changement, sur une 
autre surface sphérique d’un rayon donné, dont le centre sera un des points 
de la première surface , etc. et cependant tous les changements de posi - 
tions relatifs au mode de liaison des parties du système, auront été opérés; 
tuais si, indépendamment des mouvements conditionnels , par lesquels 
s’opèrent ces changements, vous imprimez au système un mouvement 
général de translation , le i* r et le 2' point pourront prendre des positions 
assujetties à la seule condition de laisser entr'eux une distance inva- 
riable; le 3 e point au lieu de parcourir un arc pris sur une surface sphé- 
rique de position déterminée, pourra parcourir une ligne élémentaire, 
faisant avec cette surface un angle quelconque, c'est sur cette ligne que 
sera le centre d’une surface sphérique ayant le 3 e côté pour rayon et 
renfermant le 4' point etc. 

Réciproquement , il serait facile d’imaginer d’autres modifications du 
système qui sembleraient n’ètre que des changements de forme purs et 
simples, et qui , cependant, pourraient, dans chaque cas, sc ramener à 
un changement de celte espèce et à mouvement général de translation. 

D'après ces observations, lorsqu'il s’agira des moments (art. 457) des 
forces appliquées à un système de forme variable , je supposerai que cc 
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système éprouve d'abord une variation infiniment petite dans sa position, 
sans changer de forme , comme !e ferait un système de forme invariable, 
et qu'il subit ensuite un changement de forme compatible avec les con- 
ditions auxquelles il est soumis; l’incrément dp , pour chaque point, 
sera le résultat de la combinaison de ces deux mouvements, et cepen- 
dant l’une ou l’autre des deux parties, ainsi combinées, qui compose- 
ront cet incrément, pourra , dans certains cas, être égale à zéro, soit dans 
l’étendue entière, soit dans une partie du système. 

Suite de ce qui a clé dit , art. 83 et suivants , sur le principe des vilesseï rit * 
tuel/es considéré relativement à l’équilibre d'un point. 

^63. L’équation Z [P dp) — o, applicable art. 88 , à un point matériel, 
libre , a été déduite, comme conséquence, des équations exprimant les 
conditions de l’équilibre des forces appliquées à ce point , ainsi il est 
démontré que, lorsque l’équilibre a lieu , cette équation est satisfaite. 
L’inverse du théorème est aisée à prouver; conservant la notation des 
article 83 et 87 , observant que £(Pdp) — p£(P cos. 0 ) et que 
cos. ff = cos. a. cos. a! + cos. fi cos. 6' + cos. y cos. y' ; cos. O" = 
cos. a cos. a" + cos. 6 cos. S" + cos. y cos. y" j rtc. j on peut mettre 
cette équation sous la forme 

(b ) . . pcosu(P'c.z'-±ctc.)+pc. tf(P'c.tf'-j-etc )-ppc.) {P" c.y"-\-cic.)=o 
or p cos. *j() cos. 6 et p cos. y sont des quantités absolument arbitraires, 
qui n’ont aurune relation necessaire, soit entr’clles, soit avec les autres 
quantités renfermées dans l’équation précédente j prenant, à volonté, 
trois lignes A tJ ). n , X n , , on peut faire p cos. a.~A,, pcos. 6 = , 

P cos. y = A,„ , ce qui donnera p = V A,‘+A„'+A„,' , cos. a = , 

cos. 6 — -ff-, cos. y = . 

P P 

Il suit de cette indépendance des facteurs p cos. rr , p cos. 6 , p cos. y, 
que les termes dans lesquels ils entrent doivent être séparément égaux 
à zéro; ainsi l’équation (A), qui n’est que l’équation £ (Pdp)=o , sous 
une forme particulière , ne peut avoir lieu sans que les équations 
P cos. a,+etc. = 0 , P cos. tf+etc. = o., P cos. y'+elc. = 0 j qui 
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expriment les conditions de l’équilibre , ne soient satisfaites. C. Ç. F. D. 

464. On a vu , art. 40. que si , en conservant l’intensité et la ligne de 
direction de la résultante H de plusieurs forces P' } P" , etc. on fait agir 
R , sur cette ligne, en sens contraire h celui dans lequel elle doit agir 
pour remplacer P' , etc. les forces R , P' , P" , etc. seront en équilibre ; 
on a vu , ensuite, art. 74, que, lorsque plusieurs forces sont en équilibre 
sur un point , l’une quelconque de ces forces peut être prise pour la 
résultante de toutes les autres, si, conservant sa ligne de direction on 
change le sens de son action ; l'équation S (P dp) — o _, peut donc être 
considérée comme exprimant généralement le rapport entre le moment 
d’une résultante et celui de ses composantes, ou comme énonçant que 
le moment (art. 45") de la résultante est égal h la somme des moments 
des composantes , (propriété correspondante à celle des moments définis 
art. lôy). 

Ainsi poser l'équation 2 (P dp) — o, ou dire que la somme des nro, 
jnenls (art. 457) des forces P est nulle, c'est dire que le moment de la 
résultante de ces forces, est égal à zéro, et réciproquement. 

465. En général, si on a un nombre quelconque de forces appliquées 
à un même point, et qu’un leur substitue d’autres forces, produisant le 
même effet , ou telles qu’en changeant le sens de l'action de chacune 
d’elles sur sa ligne de direction, ces dernières forces pourraient faire 
équilibre aux premières, la somme des moments sera la même dans l'un 
et l’autre système de forces. Cette proposition résulte immédiatement 
de ce qui est dit dans l’art, précédent, 

466. Jusqu’ici j’ai supposé que le point matériel était libre J si ce 
point est assujetti h rester sur une ligne ou sur une surface courbe , 
l’équation 2 (P dp) — o, n’en sera pas moins la conséquence de l’équi- 
libre présupposé , ou la preuve de cet équilibre dans le cas où on n’en 
serait pas assuré d’ailleurs; mais il faudra, conformément aux conditions 
prescrites art. 468 , que les moments ( art. 457 ) se rapportent h un chan- 
gement virtuel de position sur la ligne ou la surface même qui ren - 
ferme le point commun d’application des forces. 

Les incréments dp remplissant ces conditions, le moment (art. 407) 
de la résultante sera nécessairement égal à zéro, dans le cas d’équilibre, 
car, art. 90 et 101 , cette résultante doit être perpendiculaire à l'élément 
de ligne ou de surfaep courbe qui contient le point commun d’appli-. 
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cation des forces , et dés- lors , toute projection faite sur sa direction , 
d’une longueur prise sur la tangente, ou sur le plan tangent est nulle; 
mais, d’après l'art. 464, la somjnc des moments (art.457) des composantes, 
est égale au moment de la résultante donc on a encore £ (Pd//)= o , 
lorsque des forces, appliquées il un point qui est assujetti à se mouvoir 
sur une ligne ou sur une surface courbe , sont on équilibre. 

467. Réciproquement si on a £ ( P dp ) — o , sans avoir d’autres 
preuves de l’équilibre , et que tout soit d’ailleurs conforme à ce qui est 
dit dans l’art, précédent , on en conclura , d’abord , art. 464 , que le 
moment de la résultante des forces P est nul , et si cette résultante que 
j’appelle R, a une valeur finie, son moment désigné par Rdr, étant nul , 
il faudra qu’on ait dr= o , et que par conséquent R soit perpendi- 
culaire à la ligne ou à la surface courbe qui contient le point commun 
d’application des forces, et cette condition, art. 90 et 101 , assure l’équi- 
libre de ces forces. 

Dans le cas où la résultante R est nulle, l’cquation £ (Pdp) = oet 
l’équilibre, ont évidemment lieu en même temps. 

L’équation donnée par le principe général de» vitesses virtuelles a lieu , dan» 1 » 

cas de l’équilibre d’un système de forme invariable , et réciproquement. 

46B. Je vais considérer le principe des vitesses virtuelles dans un 
système de forme invariable , et je divise la question en deux parties, 
l’une purement géométrique et l’autre mécanique. Je commence par la 
première, qui est relative aux différentes manières dont on peut conce- 
voir le déplacement ou le changement de situation dun corps dans 
l’espace (*). 

Supposons qu'un corps soit placé à l’origine des coordonnées x , jr et 
z } nommons centre le point de ce corps qui occupe l’origine, sec- 
tion, la section de ce corps par le plan des x , y , et employons le* 
expressions de centre à l’origine, section à l’origine , centre déplacé, 
section déplacée, respectivement, selon que nous considérons le corps 
auquel appartient ce centre et cette section , comme restant à l’origine 

(") La démonstration qui occupe l’art. 468 et les quatre suivants est tirée d’ua 
mémoire sur te principe des vitesses virtuelles et la décomposition des mouve- 
ments circulaires , que j’ai publié dans le Journal de l’Bcolc Polytechnique. 
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ou comme déplacé. Si ce corps quitte l'origine pour aller prendre une 
autre position quelconque dans l’espace, la section déplacée et supposée 
prolongée indéfiniment , coupera le plan des x ,y en une certaine ligne 
droite. Par le centre de la section déplacée, je mène, dans le plan de 
cette section , une ligne droite parallèle à son intersection avec le plan 
:r , y , et par conséquent parallèle au plan x ,y lui -même; j'appelle 
cette ligne axe x ,y , du nom du plan auquel elle est parallèle, et elle 
sera l’axe x ,y à l’origine ou l’axe x , y déplacé, suivant que je la 
considérerai dans la section à l’origine ou dans 1a section déplacée. 

Soit fi l’angle formé par la section déplacée et par le plan x s y , et 
co l’angle formé par Y axe x, y 'a l’origine et Y axe x, y déplacé, ou 
une parallèle à cet axe passant par l’origine ; cela posé, un cliaug^nent 
quelconque de position d’un corps primitivement placé à l’origine dos 
coordonnées, peut toujours être produit par cinq mouvements indépen- 
dants, dont les valeurs particulières sont déterminées par les positions 
qu’on se donne arbitrairement, du centre , de la section et de l’axe x, 
y déplacés; pour fixer les idées, on peut imaginer que la partie de cet 
axe x j y située dans l’angle des x , y positives, accroît, par son dé- 
placement, l’angle quelle faisait d’abord avec l'axe des x, et que la 
partie de la section comprise entre IV/. re i, y et Y axe des y s’élève, 
par la rotation autour de l’axe x , y, dont nous allons parler, dans la 
région des x ,y , z positives. Les circonstances du mouvement ainsi dé- 
terminées, on le produira de la manière suivante: 

i°. Faites tourner le corps autour de Y axe. des z d’une quantité an- 
gulaire a , sans déplacer le centre à l’origine ; ce premier mouvement 
rendra Y axe x , y è l’origine parallèle à l’axe x , y déplacé ou à la 
position qu’il doit avoir après le déplacement du corps. 

a 8 . Faites tourner, d’une quantité angulaire fi , la section k l'origine 
autour de l'axe x ,y à l’origine, dans la nouvelle position que vient 
de prendre ce dernier ; ce deuxième mouvement rendra lu section k 
l’origine parallèle à la section déplacée ou à la position qu’elle doit 
avoir après le déplacement du corps. 

3°. La section et l'a re x ,y étant maintenus dans des positions pa- 
rallèles à celles qu’on vient de leur donner, faites mouvoir le centre à 
l'origine successivement le long des trois coordonnées du centre déplacé. 
J,e même procédé s’appliquera à toute putre détermination des cir- 
constances 
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constances du déplacement; et le résultat de ces cinq mouvements sera 
la juxta-position complette du centre } de l’axe x et de la section à. 
l’origine, sur le centre , l’axe x, y et la section déplacés, ou sur le 
point, la ligne et le plan dont ils doivent occuper la place, d'après la 
position qu’on s’est proposé de donner au corps dans l’espace. 

De plus, ces cinq mouvements pourront s'effectuer dans tel ordre qu’on 
voudra ; et quel que soit celui qu'on adopte, la position finale sera tou- 
jours la même. 

469. Imaginons maintenant une ligne passant par un des points dti 
corps, et faisant avec les axes des x , des y et des respectivement, 
des angles x , 6 , y , et cherchons , dans l'hypothèse où ce corps éprouverait 
un changement de position infiniment petit, du moins quant aux deux 
mouvements de rotation, de combien le point s’avance dans le sens de 
la ligne; ce qui se réduit à trouver les projections, sur cette ligne, de 
chacun des cinq mouvements précédemment décrits. 

La position primitive et la position que doit prendre, après son dé- 
placement, le point dont il s’agit, sont supposés dans la région des x , 
Jtjt positives , entre le plan desjy , z et un plan perpendiculaire à celui 
des x,y, passant par l 'axe x, jtj et les deux mouvements de rotation 
se font dans les sens indiqués à l’article précédent. Ces conditions parti- 
culières n’ont pour objet, comme je l’ai déjà dit, que de fixer les idées, 
et n'otent absolument rien de la généralité des résultats; car la marche 
que je vais suivre s'applique indistinctement à tous les cas possibles, en 
ayant seulement égard aux signes des quantités. 

Tout cela posé, il faut chercher les variations des coordonnées x ,y 
et z du point dont il s’agit, dues k chacun des mouvements partiels, 
multiplier ces variations respectivement , par cos. a , cos. fi , cos. y et la 
somme de ces produits ( en ayant égard aux signes ) sera la longueur 
que le point aura parcourue dans le sens de la ligne. 

Commençons par les mouvements de rotation. 

Premier mouvement. Ix poids décrivant un aie as , infiniment petit, 
autour de l’axe des z , la longueur absolue de cet arc sera <0 V x‘ 
et d’après le sens du mouvement, le point s’éloignera du plan s et 
s'approchera du planjy , x ; l’augmentation de sera le quatrième terme 
de la proportion y'x' -i- y ‘ ■ x :: -\-y' : l’augmentation cherchée 

a 7 
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— aXj longueur dont la projection sur la ligne qui fait un angle 6 avec 
l’axe des ^ , a pour valeur a> x cos. 6. On trouvera de même, pour la 
projection de la diminution de x, le produit — a y cos. a. 

Deuxieme mouvement. Le point décrit un angle «, infiniment petir, 
autour de l’n.re x, y , dans la position que cet axe vient de prendre par 
le premier mouvement. La distance de ce point h un plan perpendicu- 
laire h celui desx,_y passant pat lVj.re xy, est, en nommant <p l’angle 
formé par cet axe x ,y et par l’axe des x , égale !t y cos. <p — .rsin. <p; 
d’où il suit que la distance du point à l 'axe .r,jr est ^(ycosf'— 
et la longueur absolue de l’arc décrit = u V — ,r»in.£)* 4--*- 

D’après la situation du point et le sens du mouvement , ce point 
s’éloigne du plan x , y , et s’approche du plan qui passé par l’<7 re 
x , y. L’augmentation de z est le quatrième terme de la proportion 
^ (y co*^ — :?-COS£ — rsin & \ \U _vcos£ — a siii^]’ + -* : 

l’augmentation cherchée =// ( y cos. <p — x sin. Ç) , longueur dont la 
projection sur la ligne qui fait un angle y avec iV.re des z , a pour 
valeur // (y cos. $ — x sin. £ ) cos. y. On trouvera de même que « z est 
la diminution de la distance au plan passant par l’axe x, y j mais, 
d’après le sens du mouvement, le point, en parcourant la ligne fiz , s’ap- 
proche du plan x j z j et s’éloigne du planjp, a j d’où il résulte une dimi- 
nution dey — — ft z cos. $ , dont la projection = — u z cos. <p cos. S , 
et une augmentation dex=/xssin.ÿ dont la projection =pz sin. £ cos a. 

Troisième , quatrième et cinquième mouvements. Ces trois mou- 
ments produisent des augmentations communes aux coordonnées de tous 
les points du corps , et si e, , e„, et e,„ sont les espaces qu’il font par- 
courir au centre , parallèlement aux trois axes coordonnées, on aura, 
en projettunt ces trois mouvements sur la ligne qui fait les angles a, Set 
y avec les axes , pour l’augmentation de x , la valeur e, cos. a j pour 
celle y, la valeur e,, cos. S J et e,„ cos. y pour celle de î. Ces valeurs 
sont supposées infiniment petites ; mais elles pourraient être finies sans 
changer de forme. 

470 . Ainsi, en vertu des cinq mouvements décrits dans l’art, précé- 
dent , le point dont il s’agit se sera avancé parallèlement k la ligne qui 
fait avec les axes des x , des y et des ; , respectivement, des angles a. , 
S et y, d’une quantité que nous désignerons par dp, et qui a pour valeur: 
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dp — 



e, cos. a + e„ cos. 6 + c,„ cos. y 
4- u cos. £ (y cos. y — ; cos. S) 
4- « sin. <p {z cos. a — a; cos. y) 
+ a (x cos. 6 — y cos. a) 



Les quantités c , , e ,, , c,,i , U , 
<p et co sont constantes dans 
l’étendue entière du système , 
et toutes les autres quantités 
varient d’un point à l’autre. 



et, quel que soit le changement de position, on obtiendra toujours une 
équation pareille, à cela près que, pour quelques cas, les signes qui 
dans le second membre affectent les differents termes de la première 
ligne horizontale, et ceux qui affectent la totalité des autres lignes hori- 
zontales, pourront changer en tout ou en partie; mais dans les deuxième, 
troisième et quatrième lignes, 1rs deux termes renfermés entre les paren- 
thèses seront toujours de signes contraires ; ce qui suffit à l’objet que 
j’ai en vue. 

471. Si on nomme p, , p„ , etc. des longueurs prises sur les direc- 
tions des puissances P, } P,, , etc. , appliquées à un système de forme 
invariable et se terminant aux points d’application de ces puissances , 
et qu’on rapproche l’équation de l’art, précédent , de celles de l'art. 3 q 6 , 
après avoir multiplié celles-ci , respectivement par e, , e„ , e,„, « cos. i , 
p sin. <p , co , et fait une somme des produits, on aura : 

P, < l P, + P „ dp,, + P ,„ dp,,, + etc. = o. 
c’est l'équation déduite du principe des vitesses virtuelles. 

472. 11 est ainsi prouvé que cette équation est satisfaite, lorsque les 
équations d’équilibre de l’art. 346 ont lieu ; il faut maintenant démon- 
trer l’inverse du théorème. 

Substituons, dans l’équation du principe des vitesses virtuelles, pour 
dp, , dp,, , etc , leurs valeurs données par l’équation de l’art. 470; il 
suit de l’indépendance des cinq mouvements dont la considération a 
fourni cette équation, que tous les produits de P, , P,, , etc. par les 
parties de dp, , dp,, , etc. qui se rapportent if,, e„ , e,,, , a et « , 
doivent être séparément égaux à zéro; prenant d’abord les groupes de 
termes multipliés par e, , e„ , e,„ et «, on H les quatre équations 
P, cos. a, 4- P „ cos. a,, 4- etc. = o , 

P, cos. C, 4- P„ cos. ti„ 4 - etc. = 0, 

P, cos. y, 4 - P „ cos. y„ 4- etc. — o , 

P, ( t, cos. S,— y, cos. a,) 4- P„(x„cos.ff„—y„cos.a„) 4- etc.=o; 
ensuite il faut observer que dans cette équation de l’art. 470, les termes 
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qui se rapportent à p occupent deux lignes du second membre , dont 
l’une donne 1a valeur de la partie de dp qui résulterait d'un mouvement 
angulaire infiniment petit p cos. tp autour de l’axe des x, et l’autre la 
partie du même dp dite à un angle p sin. tp décrit autour de l’axe des_y •• 
ces deux mouvements de rotation p cos. tp et p sin. p autour de l’axe 
des x et de celui desj", équivalent au mouvement p autour de \’axe 
x ,y } et font le même effet que ce dernier, quel que soit l’ordre dans 
lequel on les exécute; on peut faire p sin. <p = 12 , et p cos. tp = J 2 „, 
en désignant par S 2 , et S 2 „ deux arcs infiniment petits , et dont les 
valeurs sont d’ailleurs arbitraires; on aura p = V 12 * + fl y , 

. . n, . si,, 

sin. tp = — , cos. tp — — - . 

P 

11 suit de l’indépendance de 12 , et 12 , , ou des angles p sin.£ et p cos.£, 
qu’on doit égaler séparément à zéro les termes qui dérivent de chacun 
d’eux ; ce qui donne les équations 

P, (y, cos. y, — z, cos. 6 , ) + etc. = o , 

P, ( t, cos. a ., — x, cos. '/,) + etc. = o. 
et voilà les six équations qui renferment toutes les conditions de l'équi- 
libre absolu d'un corps de figure invariable, déduites du principe des 
vitesses virtuelles. 

473. Si le système de forme invariable est assujetti à tourner autour 
d’un point fixe, on peut prendre ce point pour origine et pour centre ; 
dès-lors les déplacements des différents points du système seront dûs, 
uniquement, aux deux mouvements angulaires ca et p, et il faudra, 
art. 458 , faire dans la valeur de dp , donnée art. 470 , c, = o, c„ = o, 
e nt — 0 > au moyen de quoi elle deviendra 

! p cos. $ (y cos. y — 2 cos. S ) 

+p sin. 1 p{ 2 cos. a — xcos. y ) 

+ ta ( x cos. (S — y cos. a ) 

combinant celte équation avec les équations (Z>) de l’art. 3q6, qui sont 
les équations Z = o , p — o, » = 0, de l'art. 368 , par les procédés in- 
diqués art. 471 , on parvient au résultat 2 (P dp)=:o J ainsi l’équation 
déduite du principe d- s vitesses virtuelles a lieu , lorsque celles qui 
expriment les conditions de l’équilibre d'un sy stème de forme invariable 
autour d'un point fixe, sont satisfaites. 
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On prouvera l’inverse de cette proposition par la marche de raison- 
nement et de calcul employée art. 472 en ayaut égard à l’indépendance 
des quantités ro , a cos. <p et p sin. 0. * 

474. Substituant un axe fixe au point fixe et supposant que cet axe 
est celui des z , autour duquel se fait le mouvement de rotation co , on 
aura r, = 0 , e„ = o, e„, = Oj p — o j la valeur de dp deviendra 

dp = « ( x cos. C — y cos. <1 ) 

combinant cette valeur avec la première équation (ff) art. 346, qui 
est l'équation r — o de l’article 375 , on parvient encore au résultat 
Z (Pdp)~ o, laquelle se trouve vérifiée lorsque »=o, et réciproquement. 

47O. Le système de forme invariable pourrait avoir plusieurs de ses 
points assujettis à se mouvoir sur des lignes, ou des surfaces courbes, 
fixes et tellement placées qu’un dérangement, infiniment petit, de ce 
système, ferait parcourir à chacun des points dout je viens de parler un 
arc de courbe élémentaire, sur la ligne ou la surface qui doit le contenir, 
sans violer les conditions assignées art. 469 et 460. Si dans cet état de 
choses, les forces dont le système éprouve l’action sont en équilibre , les 
lignes et .les surfaces fixes qui retiennent une partie de scs points, 
éprouvent des pressions normales dont on détermine aisément les valeurs, 
comme je le ferai voir par la suite , quanti le nombre des points , ainsi 
retenus, n’excède pas trois. Soient N,, N„, N,„, etc. ces pressions, si 
on leur substitue des forces équivalentes et agissant en sens contraires, 
c’est-à-dire représentant les réactions que les points fixes pressés exercent 
sur le système, on pourra faire abstraction deces points fixes en supposant 
le système sollicité par les forces P et par les forces TV , , éV„ , /V,„ , etc. 
Le principe général donnera alors, l’équation 

S(Pdp) + £( t lVdn)=o 

dn étant la projection de la vitesse virtuelle du point d’applicaticn de A' 
sur la direction de cette force A' ; mais, art. 4 - 58 , l’arc élémentaire, qui 
repré-sente cette vitesse virtuelle, doit être pris sur une ligne ou une 
surface à laquelle N est perpendiculaire, donc la projection dn — o, 
donc £ (N dn)~ o, et l’équation donnée par le principe général se 
réduit à £(Pdp) = o , bien entendu que les facteurs dp ont des valeurs 
compatibles avec la condition qui assujettit plusieurs des points du sys- 
tème à se mouvoir sur des ligues ou des surfaces fixes. 
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476. Chacune des forces P appliquée au système , est décomposable en 

plusieurs autres Q n , etc. et les moments respectifs (art. 457) de celles- 

ci étant f),diy rJ Q,,dq ,,, etc. 011 a, art. 464, P dp — Q,dq,+ Q„dq„+e te., 
d'où on voit que lorsqu’on substitue, à un système quelconque de forces, 
d’autres forces capables, soit de produire le même effet que les premières, 
soit de leur faire équilibre, si, en conservant leurs intensités et leurs 
lignes de directions, elles agissaient dans les sens convenables, la somme 
des moments sera la même dans l’un et l’autre système de forces. 

477. Qu Q,u Qrt/ étant prises parallèlement aux axes coordonnés, de- 
viendront pour chaque force P, faisant avec les axes des x } y et z , les 
angles respectifs J, S , y , les composantes rectangulaires P cos. a, 
P cos. if , P cos. y , dont les moments (art. 457) seront dx. P cos. a , 
dy. P cos. 6 j dz. P cos. y , en désignant par dx , dy , dz les projec- 
tions sur les axes des x , y et a , de la distance entre le point d’appli- 
cation de P dans le système A , (art. 455) et son homologue dans le sys- 
tème B , et observant que ces incréments, ou variations, dx , dy , dz 
doivent, en général, dans les systèmes continus , être distingués des 
différentielles dx, dy , dz qui se rapportent a la distance de deux points, 
du même système , infiniment près l’un de l’autre, la somme des moments 
£ ( Pd/t) ou £ ( P dp ) , prendra la forme 

£ J P(dx. cos. a + dy. cos. tf + dz. cos. y ) } 

On arriverait immédiatement à ce résultat en désignant par a, b , c , 
respectivement , les coordonnées parallèles aux x, y et a , de l’origine de 
la longueur p prise sur la direction de P , et observant qu’on a, x ,y et 
; étant les coordonnées de l'autre extrémité de p , ou du point d’appli- 
cation de P, 



d’où on déduit 
dp-. 



p— y/ (x — a) x + (y — é)* + (j — c)* 



.r — a , y — b . z — c , 

dx + dy + ô z. 

p p J p 



on sait que 



y— b 

— cos. a , - 

P 



z—c 

cos. a j — - — = cos. y , 



p p p 

donc dp — dx cos. a + dy cos. S + dz cos. y. 

L’origine de p est, dans les cas ordinaires des forces de la nature, 
considérée comme un centre d’où émane l’action de la force P , dont 
l’intensité est proportionellc à une fonction de la distance p. 
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Démonstration immédiate du principe des vitesses virtuelles, dans le cas de 
l'équilibre des forces appliquées à un système funiculaire. 

478. Un point quelconque d’un système funiculaire, que je désigne 
par point m,, et qui est soumis à l’action immédiate de la force P,, 
appliquée au système, est, en même temps, tiré suivant différentes di- 
rections , par les cordons qui , partant de plusieurs autres points du même 
système, aboutissent au point m,. Les tensions de ces différents cordons 
peuvent être considérées comme des puissances /, , t„ , etc. dirigées 
sur m,, et les conditions de l’équilibre exprimées , soit par les équa- 
tions de l’art. 72, soit par celle de l’art. 88, doivent exister entre les 
forces P,, t„ , etc. 

Soient f,dr l , , etc. les moments (art. 407 ) des forces ou ten- 

sions /, , /„ j etc. , on a , art. 88 , 

P, dp, + t,dT, + /„ d T„ + etc. = 0 
et chaque point d’application d’une des forces P fournira une équation 
pareille, dans laquelle les variations totales dp,, dx,, etc. , com- 
prennent la somme des variations partielles ducs, tant au dérangement 
total du système, qu’au changement des positions respectives de scs dif- 
férents points. 

La somme de toutes ces équations, dans l'étendue entière du système, 
sera 

S (Pdp) + Z(rdx) = o 

et en supposant , d’abord , que tous les points d’application des forces 
sont des nœuds fixes sur les cordons , on verra aisément que Z(/dx) 
est composée de termes qui , pris deux h deux , sont égaux et de signes 
contraires. En effet soit À, le cordon, interposé entre le point m, et le 
point m,' , dont la tension fait éprouver à m, l'effort ou action /, , il 
est évident que m,' éprouvera une réaction égale et directement opposée 
à cette action, ce qui donnera, à chacun de ces points les moments 
respectifs + /, d r, , — t, dr,' ; mais, on a de plus; dx, = dr,' , car le 
cordon À, qui doit toujours , art. 460 , être tendu et conserver sa lon- 
gueur, n’éprouvant, par le dérangement du système, qu’un changement 
de position infiniment petit, soit quant à l'angle qu’il décrit dans l'es- 
]race, soit quant à sa translation dans le sens longitudinal, les projec- 
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tions dr, et d r,' , faites sur sa direction primitive, des espaces Élémen- 
taires parcourus par ses extrémités n, et n/ , ne diffèrent entr’ellcs que 
par des quantités du second ordre, fonctions de sinus verses d’angles 
infiniment petits. 

On a donc dt,—dTl d’où t,dT, — t/dr/ = o, et comme 2 (/dr) est 
composée de couples de termes pareils on a, par suite, E(idr) — o_, 
ce qui réduit l’équation précédente fi 

Z{Pdp) = o 

ou il l’égalité, pure et simple, à zéro, des moments des forces extérieures 
appliquées au système. 

Soit maintenant le point m, un anneau traversé par un cordon qui 
aboutit, d’une part, au point m,' et de l’autre au point m j À,' et A," 
étant , respectivement , les longueurs de cordon entre m, et mf, et entre 
m, et ni" j si l’anneau ne coulait pas sur ce cordon, on aurait deux 
couples de moments égaux et de signes contraires relatifs aux variations 
de À', et couples que je désigne, respectivement , par u! et p" \ mais 
l’anneau étant supposé couler et parcourir, dans le sens de la longueur 
du cordon, un espace infiniment petit da il faut ajouter cet espace à la 
variation de kf et le retrancher de la variation de ; cette circons- 
tance change la somme u' + u" des moments dûs à la tension commune 
r, de À/ et À," , en // + p" + t, da — t,da somme qui est nulle puis- 
que, d’après ce qui précède, u' — o et u" — o. 

Ainsi on arrive encore , dans le cas ou le système a des cordons tra- 
versant des anneaux, à l’équation — ( P dp ) =•• o ; cette équation est gé- 
néralement satisfaite , dans le système funiculaire, lorsqu’on suppose que 
J’équilibre a lieu. 

4-9. On démontre l'inverse de cette proposition parle raisonnement 
suivant, qui pourra généralement, s’appliquer, dans la même circons- 
tance, fi toute espèce de système. Je suppose les intensités, les sens 
d’actions et les directions des forces tels qu’on ait £ (Pdp) = o, sans 
avoir d’autre preuve de l’existence de l’équilibre. Si cet équilibre n’était 
pas assuré par l'égalité à zéro de la somme des moments, les points du 
système pourraient se déplacer et parcourir, dans le premier instant, 
des espaces infiniment petits, que je désigne par da, da„ , etc. j da, 
se rapportant au point d’application de P, , etc. ; mais on établirait 
l'équilibre, que les forces P sont censées ne pas donner, en appliquant 

t>U 
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au système d’autres forces //, , 77„ , 77, „ , etc. dirigées respectivement, 
suivant les lignes dco,, dco,, , etc. en sens contraire des mouvements 
des points qui décrivent ces lignes. Dès-lors on aurait l’équation 

(0 21 {P dp) + II, dre, + n„dtr„ + etc.=o 

(77, dtr,, étant le moment de la force 77, et ainsi des autres) laquelle, 
par la condition présupposée de 21 {P dp) =0 , se réduit à 

( 2 ) 77, dfr, + II n drr„ + etc. = o 

les mouvements , dco, , du., , etc. étant censés s’opérer sans que les 
conditions du système soient violées , ou étant compatibles avec ces 
conditons , je puis, eu égard aux valeurs arbitraires qu’elles comportent, 
considérer dco, , dco„ , etc. comme les vitesses virtuelles des points 
d’applications des forces, au moyen de quoi l’équation ( 2 ) se change en 

(3) n,d<o, + n„du„ + etc. = o 

et tous ses termes deviennent négatifs. Or la somme de plusieurs termes 
de même signe ne peut être égale à zéro sans que chacun de ces termes, 
en particulier, ne soit nul. On a donc H,dco, — o, etc. ce qui suppose 
ou 77, = o, etc. ou dco, = 0 j etc. Dans la première hypothèse cha- 
cune des forces nécessaires pour arrêter le mouvement présupposé est 
nulle, dans la seconde hypothèse ce mouvement n’a pas lieu ; il n’existe 
donc dans aucun cas, et l’équation 2!(P dp) suffit pour assurer l’équilibre. 

Exemple tiré du polygone funiculaire , duquel on déduit , en te généraliaant , 
l’emploi à faire des équation* de condition d’un «yslême , combinée* avec 
l’équation donnée par le principe de* vite**et virtuelle*, pour trouver le* coi» 
ditions particulière* de l'équilibre de ce *y»tëme, et le» effort* provenant* dra 
action* et de» réaction* que Ica différent* point* du «yitéme exercent le* un* 
•ur le* autre*. 

480 . La méthode employée dans l'analyse suivante, qui a le polygone 
funiculaire pour objet particulier, peut fort aisément être généralisée 
et appliquée à un système quelconque. Cette méthode est celle par la- 
quelle l'auteur de la Mécanique analytique a fait, du principe des vi- 
tesses virtuelles, ce qu’on pourrait appeller un instrument universel pour 
la solution de tous les problèmes d’équilibre et même des problèmes de 
1 28 
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mouvement , comme je le ferai voir par la suite; elle mérite toute l'at- 
tention des élèves. 

P étant une force, appliquée à un des sommets d’angle du polygone 
funiculaire , et faisant avec les axes des x , y et z , les angles a , S et y , 
je fais P cos. ol=$ , P cos. \ P cos. y = les lettres <p , et 

.■J/ devant, aux différents points du système, porter 1rs même» accents 
que les lettres P , n } ti et y. 

D’après cette notation on pourra, art. 477, écrire, de la manière 
suivante l’équation générale d'é-quilibre 

<P, âx, + <p„dx„ + etc . 1 
+ Xi dj, + X i>dj„ + ««• > = o 
+ di, + di„ + etc. J 

48t. Il s’agit maintenant d’introduire, dans celte équation, les condi- 
tions qui caractérisent le système funiculaire et on a vu, art. 391 , que 
ces conditions s'expriment par les équations 

'» 

= I < Y +‘(JV/ — Ji Y + («// — */)* I ’ 

0) = 1 ( T ttt x nY^ r C y ttt y nY ^ f 

I {.^tm x tnY nn J'V //) 1 + ( 5 //// ^///)* 5 

etc. etc. etc. 

À, , À lf , etc. étant- les longueurs du a«, etc. côtés; x, , y, , a, , 
x„ ,jy„, s„i etc. les coordonnées du 1", 2™', etc. point (voyez art. 394). 
Prenant les variations de ces équations on a 

(x„ — x, ) ( ,Jx„— J j, ) 4-( ) ( dy ( *„ — • ■*, ) ( — d*i) 

— X 

[x,,,— y„)(ây,„~ à*„) 

v —o 

/// 

[ T nt t — T 1 1 t){tl r / 1 1 1 rrr) ~f f n~~y n U > 1 .'I v ' / . / 1 ~ t~ ( — / , / . ~nt)[â*tiri'~d s rti) ° 

A /// 

etc. etc. 

je multiplie la i te de ces équation par /, , la a* par la 3 * par 
■etc. /, , , l,„ , etc. étant des quantités indéterminées, j’ajoute les 

'équations produits à l’équation de l’article précédent , et j’égale, séparé- 
ment, i« zéro, dans l’équation somme, les coefficients de chaque varia- 
tion , ce qui me donne 
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482. Ces égalions sont de la niante forme que celles de l'art. 3ç6 ; 

X — X y 1 <y ^ j 

les quantités $ , %, ÿ , — , x'. J . , — — _, accentuées n°. t. 



a, etc. sont respectivement égales aux quantités Pcoaa.Pcostf, Pcos y, 
casa, cos S cos y, portant les mêmes accents, et Les indéterminées t par 
lesquelles on a multiplié les variations des équations de condition, re- 
présentent les tensions des diflirents cordons. La combinaison du prin- 
cipe des vitesses virtuelles avec les équations de condition du polygone 
funiculaire , donne donc les équations fondamentales de l’équilibre de 
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ce polygone , et on a ainsi une seconde démonstration de l’inverse de 
la proposition démontrée art. 478. 

483. L’utilité principale de l’analyse exposée dans les art. 480, 481 et 
482 consiste dans la méthode qu’on en déduit en la généralisant , mé- 
thode que nous devons à l’auteur de la Mécanique analytique , ainsi 
que j’en ai déjà prévenu. « Connaissant les équations qui expriment les 
« lois de la constitution d’un système quelconque , pour trouver les 
« conditions de son équilibre, ayez les différentielles du premier ordre 
« de ces équations que vous obtiendrez soit par la différentiation, si 
« les équations sont données sous la forme finie, soit par l’intégration 
« si on ne connait que leurs différentielles d’un ordre plus élevé que 
« le premier; multipliez chacune de ces différentielles du premier ordre, 
« que dÇ = o est supposée représenter, par un coefficient indéterminé 
« K j et ajoutez Z (KdÇ) = oii l’équation générale JS (P dp)—o, fournie 
•c parle principe des vitesses virtuelles; égalez séparément à zéro , dans 
« l’équation S (P dp') + £ (A </()) = o, le coefficient de la difTéren- 
« tielle de chaque variable, et éliminant les coefficients indéterminés 
«A, entre les équations ainsi obtenues, l’une desquelles est désignée 
« par f 2 = o, les équations délivrées des quantités K , et représentées 
« en général par ca = o, donneront les relations entre les puissances et 
« les variables du système , qui doivent avoir lieu dans le cas de l'équi- 
« libre; de plus les quantités A représenteront les efforts que les diverses 
« parties du système ont à supporter, d’après la constitution de ce sys- 
« tême, les actions combinées et les points d’application des forces. » 

Le nombre des équations de condition du système étant égal km, 
et celui des points d’application des forces égal à n , si les variables des 
équations dQ — o et 2 .’ ( P dp ) = o sont les coordonnées de ces points, 
L'égalité à zéro des coefficients des différentielles de ces coordonnées 
dans l’équation £ (P dp) + £( KdQ) = o, donnera un nombre n d’é- 
quations 12 — 0, que l’élimination des m indéterminées A réduira à 
un nombre n — m d’équations 0=0, délivré-es de ces indéterminées 
A ; mais ces équations a = o, étant combinées avec les m équations 
de condition, on aura un nombre n d’équations, sans K, égal à celui 
des coordonnés des points du système , dont on pourra ainsi calculer les 
valeurs, lorsque les puissances seront connues en quantités, directions 
et sens d’action. 



Section troisième. 



ut 

Démonstration immédiate du priucipc des vitesses virtuelles , dans le cas de 
l’équilibre de l’espèce de système à laquelle se rapportent, en général, lés 
machinés. 

\ : ,• r t , r ' > . s; ‘ * • 

484. Le principe des vitesses virtuelles a été, dès long -temps, ap- 

pereu dans l’équilibre des machines , et quelques-unes d'entr’elles le 
rendent presque évident. On en déduit les maximes fondamentales qui 
dirigent les constructeurs éclairés, et je .crois devoir préparer les élèves 
à l’étude de la section de cet ouvrage , où je traiterai de l’équilibre des 
principales machines , en leur démontrant les conditions générales de cet 
équilibre indépendantes de tout mécanisme particulier , ou applicables 
à un mécanisme quelconque. .• t 1 * 

Il faut d’abord définir le système dont je vais parler, et assigner les 
conditions auxquelles sa constitution, est soumise. 

485. Ur.c machine est une espèce de système qui sert a transmettre 
l’action d’une force appclléc moteur , appliquée à l’un de ses points, 
à un autre point du même système , qu’il s’agit de mettre en mouve- 
ment en surmontant une résistance , on une seconde force appliquée 
h ce dernier point. La mesure de ce qu’on appelle l'effet mile de la 
machine , tient k des considérations de mouvement , dont il n’est pas 
encore temps de parler aux élèves , et je me borne, dans cette première 
partie du cours, à la recherche des conditions de l'équilibre entré le 
moteur et la résistance , recherche qui est un préliminaire indispen- 
sable pour la détermination de l’effet utile. 

486. La condition, qui caractérise l’espèce de système dont je parle , 

consiste , en ce qu’un mouvement déterminé du poiot-d’application du 
moteur, donne un mouvement, pareillement déterminé-, (quoiqu’en gé- 
néral différent de l’autre) non-seulement au point d’application de la 
résistance , mais à toutes les partie* du système , ou pièces de la ma- 
chine , employées à transmettre au second point , l'action qui s’exerce 
au premier. < . .b. 1 t 

- Dans le ras où les forces appliquées à ces points, que j’appellerai 
points extrêmes du système, sont en équilibre , et que , par conséquent , 
les pièces intermédiaires exercent des efforts ou pressions les unes sur 
les autres , un mouvement déterminé id’une de ces pièces , donne aussi 
des mouvements déterminés à toutes les autres et aux points extrêmes. 
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487. Pour fixer les idées, on peut concevoir une suite de corps dont 
chacun , pouyaut prendre un mouvement qui lui est particulier, a deux 
de ses points en contact, l’un avec le corps précédent , et l'autre avec 
le corps suivant. C’est par le moyen de ces points de contact que le 
changement de position d’un des corps ou d'une des pièces du système 
ou de la machine, occasionne on changement de position correspondant 
dans tous les autres corps ou toutes les autres pièces. 

488. Les points de contact, dont je viens de parler, peuvent être des 
articulations telles que dans un dérangement de deux pièces contiguës 
de la machine, ces points, par lesquels elles se touchent, ne ae séparent 
pas et décrivent un même arc de courbe. 

489. Ces mêmes points de contact peuvent sc trouver sur deux sur- 
face» courbe» appartenant, respectivement, aux deux pièces contiguës, 
et glissant l'une sur l'autre , lorsque ces pièces changent de position; 
dans ce cas , le* points qui se touchaient d’abord , peuvent se séparer, 
après le dérangement dos pièces contiguës, (les surfaces continuant tou- 
jours à glisser l'une sur l'autre ) et décrire chacun des arcs de courbe 
particuliers, dont les formes dépendent des mouvements que les corps 
auxquels ils appartiennent sont capables de prendre. 

490. Je fais abstraction de certaines résistances qui , lorsqu’on a égard 
fa l’état physique des choses , doivent entrer en considération dans les 
calculs relatifs !» l’équilibre et au mouvement des machines, et sur les- 
quelles je donnerai les détails nécessaires , dans la quatrième section de 
cette première partie du cours. Ces résistances sont celles qu’on désigne 
par le» mots adhésion , frottement , raideur des cordes et dre chaînes. 
Il est nécessaire de les regarder coin née milles , si on vent que Y immobi- 
lité du système , sollicité par dre forces , représente rigoureusement son 
équilibre , et que, dans cet état d’équilibre, les conditions énoncées 
art. 459 , soient satisfaites , c’est-fa-dire qu'il n’y ait pas de force , si 
petite qu’on la suppose, qui , agissant fa un point d’articulation ou de 
contact , ne produise un mouvement général dans le système. 

491. Ainsi le mot résistance sera, dans ces premières notion* géné- 
rales sur les machines , employé uniquement fa désigner la force appli- 
quée au point de la machine que le moteur doit mettre en mouvement 
pour obtenir l 'effet utile de cette machine. 

491. Ces préliminaires posés , je vais d'abord prouver que l'équilibre 
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ayant lieu entre le moteur et la résistance, l'équation du principe des 
vitesses virtuelles est satisfaite tant lorsque les parties, ou pièces de la 
machine agissent les unes sur les autres par des contacts de surfaces que 
lorsqu’elles sont liées k articulations. 

Concevons une suite de n corps solides, désignés respectivement par 
m' , m" , m!" , etc. m&'> qui, ainsi que je l’ai dit plus haut, forment un 
système tel , que si le premier corps m' prend un mouvement déterminé, 
tous les autres prennent aussi des mouvements déterminés. Une force 
f est appliquée à un point du corps m! , que je nommerai point p' ; 
ce même corps m' est en contact avec le corps m" par un point , 
lequel presse un point p" du corps m" j ce dernier corps presse par un 
de scs points 0 " le point fi'" de m'" etc. 

Enfin le point d'application de la résistance R , qui se trouve sur le 
corps mM , sera désigné par IX " 1 , ("J étant un numéro d’accentuation. 

J'observe maintenant que le corps m' , si on en séparait le reste du 
système , conserverait son équilibre particulier, pourvu qu'il continuât 
k éprouver , au point // , l’action de la force P, et, au point & , une 
action, normale k la surface qui renferme ce point , équivalente à celle 
que ce même point reçoit de la part du corps m" j désignant cette pres- 
sion normale par A', concevant que le corps m' éprouve un dérange- 
ment infiniment polit , qui , d'après W» cundiliam ci-dessus assignées , 
fait parcourir au pointât', sur une courbe déterminée, et au point ti > &ur une 
autre courbe pareillement déterminée, des arcs élémentaires que je dé- 
signe respectivement par dv' et de' , on a, dp et dn' étant les projections 
de dv' et de' sur les directions de P et de A' l’équation 

P dp - f N dn' — o 

cette équation doit, quelques soient les conditions auxquelles le mou- 
vement de m' est assujetti, trouver sa démonstration, soit k l’art. 468 
soit k l’un de ceux qui le suivent jusqu’k l’art. 475 inclusivement. 

Pareillement le corps rn ", si on en séparait le reste du système, conser- 
verait aussi son équilibre particulier, pourvu qu’il continuai k éprouver, 

, au point p." , une pression normale égale k A", et, au point 0 " , une 
pression normale équivalente k celle que ce même point reçoit de la part 
du corps m'". Désignant par A" cette pression normale, par dv" , de" 
et dn" les quantités correspondantes k dv' , de' et dn' , représentant , 
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de plus, par dn' , la projection de dr" sur la direction de N' , on a, 
fl" dn', + N"dn "= o 

Les corps ou pièces de la machine m'” , m”" , etc. fourniront des, 
équations semblables, 

N" dn", + A"" dn"’ =o 
N"’dn N""dn""=o 
etc. 

et le corps mC), où se trouve le point ff n ) d’application de la résistance, 
donnera la dernière équation 

A C--0 dn,(. m ~0 + R dr=o 

dr est la projection, sur la direction de R , de l’élément de courbe par- 
coum par son point d’application ffV'ï. 

Ajoutant toutes les équations précédentes on a 

(i) . . . Pdp+IV(dn'+dn , ,)+N"(dn"+dn ", )+etc +«<//■= o 

et je vais prouver que chacun des termes de la forme N(dn+dn,) est, 
en particulier, égal k zéro; la preuve donnée pour l’un de ces termes 
sera applicable à tous les autres. 

493 . J’appelle surface e la partie de la surface du corps m ' sur laquelle 
se trouve le point 0' , et surface r, la partie de la surface du corps m" sur 
laquelle se trouve le point a" j ces surfaces e et » sont censées com- 
prendre autour des points ff et p!' par lesquels elles se touchent , desaires 
courbes de grandeur quelconque mais dont toutes les sections planes, 
faites par ces mêmes points, sont des courbes continues ; je mène A e 
et y , avant que le système ait éprouvé le dérangement infiniment petit 
auqueLsont dûs les moments N' dn' et N'dn',, un plan tangent commun 
qui renferme , par conséquent, ff et /i" , et désignant ce plan par plan 
T, je le considère comme fine dans l’espace. Après le dérangement du 
système, les points 0“ et p" sont à des distances respectives dn’ et dn', 
du plan fixe T, et les surfaces e et y ont un nouveau point de contact ; je 
nomme dh la distance de ce dernier point au plan T, ds sa distance au 
point ff , et do sa distance au poiut p" j les lignes ds et diront , en 
vertu du mouvement du système, décrit dans l’espace, des angles infi- 
niment petits; représentant respectivement par dr et dp leurs inclinai- 
sons sur le p)ap T après le dérangement , on a 

dn' 
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dn' — dh dsdr 
dn' , = dh + do dp 

rt en retranchant ces équations l’une de l’autre 

dn! — dn' f + dsdr — dadp 

équation qui revient à dn' — dn' , en négligeant les quantités d’un ordre 
supérieur au premier. 

Si on observe, maintenant, que 1 rs moments Dl'dn' et A” dn ' , sont 
toujours de signes différents, il sera manifeste que chacun des termes 
de la forme N (dn + dn,) est , en particulier, égal h zéro C. Ç. F. D. 

494. La vérité du résultat auquel je viens de parvenir, dans le cas gé- 
néral où les pièces du système agissent, les unes sur les autres, par contacts 
de surfaces, est manifeste dans le cas particulier où ces pièces sont réu- 
nies à articulations , et où un dérangement du système fait parcourir le 
même arc élémentaire de courbe aux points ff et //" ; cet arc de courbe , 
peut être représenté par dn' ou dn' , , qui n’étaient d’abord que des projec- 
tions, et qui sont ici les vitesses virtuelles même, dont la direction com- 
mune se confond avec celles de l’action et de la réaction, égales entr’elles 
et désignées par A v , que les deux pièces contiguës du système exercent, 
l’une sur l’autre , dans le sens du mouvement que peut prendre leur point 
d 'articulation. 

On a donc immédiatement , N' dn' et A ” dn' , étant des moments 
égaux et de signes contraires , N' (dn' + dn',) = o, et chacun des autres 
termes dûs aux pressions N donne une équation semblable. 

49-5. Ainsi , quelque soit le mode de transmission , par le moyen d’une 
machine quelconque , de l’action du moteur au point d’application de 
la résistance , on a toujours , dans le cas de l’équilibre , l’équation 
Pdp — Edr, telle qu’on la déduirait du principe des vitesses virtuelles. 
On a, depuis long - temps, démontré ce théorème dans quelques cas 
particuliers, (voyez la section 9 de la mécanique de Varignon , im- 
primée en 17 2$) , mais il était bon d’on rendre la démonstration 
générale et indépendante de toute considération de mécanisme qui 
n’aurait qu’une machine, ou une seule espèce de machine pour objet. 

496. Les incréments dp et dr sont, dans les cas de pratique les plus 
ordinaires, les vitesses virtuelles mêmes des points d’application de P et 
de l\ j qui se trouvent ainsi dirigées dans le sens des lignes que le méca- 
t 29 
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nisme de la machine permet à ces points de parcourir; une machine doit 
aussi , en généra! , être constituée de manière que l’équation Pdp — Rdr, 
soit vérifiée lorsqu’on substitue des espaces finis aux espaces élémentaires 
dp et dr , et on éprouve des pertes sur l'effet utile de celles oit cette 
condition n’est pas remplie. Je donnerai , dans la 2 e . partie du cours, 
quelques développements sur ces propositions. 

Le système pour lequel on vient d'assigner les conditions d’équilibre entre un 
moteur e t une résistance , est considéré sous un point de vue plus général, et, de 
plus , on le suppose soumis à l’action d’un nombre quelconque de forces. Rap- 
port entre le numbre des équations de condition de ce système et celui des va. 
riablrs auxquelles ou rapporte les positions respectives de scs dillerents points. 

497. Je vais envisager le système dont il a été question dans les art. 
précédents , sous un point de vue plus général , et supposer que chacune 
des pièces de ce système est unie , par contact ou articulation , à un 
nombre quelconque d’autres pièces, et quc.de plus, tous ces points de 
contact ou d' articulation , sont sollicités par des forces extérieures, la 
constitution de ce système étant toujours telle qu’un mouvement déter- 
miné d'un de ses points donne des mouvements pareillement déterminés, 
quoique différents entr’eux, à tous les autres points. 

m! , m" , m'" , etc. désignant, comme précédemment, les différents 
corps du système, le corps m ' est sollicité par les forces P', , P' n , P' 
etc. aux points ff , , ff n , & où il sc trouve uni, soit par contact , 
soit par articulation , avec les corps m' , m", m"', etc. soient N' t , 
JV ' 0 , A",,, , etc. les pressions normales aux éléments de courbes que 
ff ’ t , ff a , etc. sont assujettis <t parcourir, lorsqu’un des points du 

système éprouve un dérangement, on aura, art. 468 et suivants, pour 
le corps m'j dans le cas de l’équilibre une équation de la forme 
P' ,dp', + P' „dp' „ + etc. + AV"', + A'V«'„ + etc. = 0 
et les autres corps du système donneront des équations semblables. 

Si on réunit toutes ces équations , l'équation - somme représentant 
l’équation (t)de l'art. 492, contiendra H(Pdp) et une suite de termes 
de la forme A ' (dn + dn') , dont chacun se composera, comme à l'art, 
cité, des moments respectifs Ndn et Ndn' d'une pression normale com- 
mune à deux corps contigus. On pourra donc appliquer, à cette couple 
de moments A {dn + dn 1 '), les raisonnements et les constructions de 
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l’art. 493, et on arrivera au résultat Z | N (du 4- dn') j =0, d’où ou 
conclura 1 équation Z (Pdp) —o, telle que la donne le principe des 
vitesses virtuelles. 

498. Les preuves des propositions inverses de celles qui ont été dé- 
montrées depuis l’art. 492, s’obtiennent par des raisonnements absolu- 
ment semblables à celui de l’art. 479. 

499. 11 me reste à examiner, relativement au système dont je viens 
de m'occuper , comme je l'avais fait pour ceux dont il a été question 
.avant l'art. 484, quel est le rapport entre le nombre des variables aux- 
quelles on rapporte les positions respectives des différents points d’ap- 
plication des forces, et le nombre des équations de condition qui existent 
entre ces variables. Ce rapport se déduit bien simplement de l'hypothèse 
faite sur la consiilu/ion du système; puisqu’un mouvement déterminé 
d’un des points donne lieu à des mouvements pareillement déterminés de . 
tous les autres, on doit avoir un nombre d’équations entre les variables 
auxquelles on rapporte les positions de ces points, tel que la connais- 
sance d’une de ces variables suffise pour avoir les valeurs de toutes les 
autres ; il faut donc que le nombre des variables excède d’une unité 
seulement le nombre des équations. 

5 00. J’observerai, avant d’aller plus loin, que j’ai spécialement consi- 
déré les moments , depuis l’art. 4H4, comme cl ils aux changements de 
forme du système, ou aux variations des distances respectives entre les 
corps qui le composent, et on peut, en général , ne les envisager que sous 
ce point de vue relativement aux systèmes dont il est question depuis 
l'article cité jusqu’à l’art. 496. Cependant les raisonnements et les dé- 
monstrations qui précèdent n’en sont pas moins applicables aux moments 
pris avec leurs valeurs complètes, comprenant la partie due au chan- 
gement de position que le système peut prendre en conservant sa forme, 
ainsi qu’on le verra expliqué ci-après art. 5 o 3 . 

J'ajouterai que les raisonnements et l’analyse consignés dans 1 rs six 
articles qui précèdent l'art. 484, s’adaptent immédiatement aux valeurs 
complètes des moments. 

Gé'néralisation du principe de» vitesses virtuelles. 

5 ot. La théorie que j’ai exposée depuis l’art. 404 et les applications 
que j’en ai faites à différentes espèces de système , fournissent les moyens 
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de démontrer que l'équation déduite du principe des vitesses virtuelles 
est généralement satisfaite lorsqu’un système quelconque de coq» so- 
lides est en équilibre. Avant d’entrer dans quelques détails, à cet égard, 
j’observerai que tout ce qui a été dit, depuis l’art. 386, sur l’équilibre 
d'un système de cordons parfaitement flexibles et inextensibles, est ap- 
plicable aux cas où ces cordons deviendraient des verges rigides infle- 
xibles, tenant les unes aux autres par des articulations placées aux points 
qui répondent aux extrémités ou aux sommets d'angles des cordons. 
J'ajouterai qu’après cette transformation du système , l’équilibre sub - 
sisterait encore si , conservant les intensités et les lignes de direction 
des forces , on changait le sens de l’action de chacune de ces forces. Par 
l’eflet de ce changement, les forces qui tenaient un cordon tendu, en 
tirant ses extrémités dans des sens opposés , agiraient sur ces mêmes 
extrémités de manière h les rapprocher si la verge était compressible , 
mais les équations d’équilibre n’en auraient pas moins la même forme 
dans l’un et l’autre système auxquels on pourrait appliquer indistinc- 
tement la première partie des raisonnements consignés dans l’art. 478, 
où on a prouvé qüe le principe des vitesses virtuelles avait lieu dans 
l’équilibre du système funiculaire. 

5 02 . Enfin la démonstration de l’art. 478 , considérée relativement 
à un système funiculaire, a lieu non seulement lorsque les cordons sont 
parfaitement inextensibles, mais encore lorsqu'ils sont élastiques et ex- 
tensibles en vertu de cette élasticité, suivant des lois quelconques. Cette 
circonstance introduit dans l’équilibre général d’un pareil système, la 
condition de l’équilibre particulier , pour chaque cordon , entre les 
composantes qui agissent dans la direction de ce cordon et la force 
élastique qui tend à rapprocher ses extrémités, et lorsque cette condi- 
tion est remplie , et que tous les cordons ont pris le degré d’extension 
que comportent les actions des forces, on doit, d’après ce qui est dit, 
art. 461 , en les considérant sous le point de vue de l'application du 
principe des vitesses virtuelles, raisonner comme s’ils étaient inexten - 
sibles. 

Des observations semblables s'appliquent aux cas des verges suscep- 
tibles de contraction dans le sens de leurs longueurs, de flexions, etc. 

503. Qu’on ait , maintenant , un système quelconque en équilibre , 
auquel on fasse subir un changement de position infiniment petit , 
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Compatible avec les conditions auxquelles sa constitution est soumise ; la 
projection dp, sur la direction d’une des forces P appliquées au système, 
de la vitesse virtuelle du point d’application de cette force ou de l'es- 
pace élémentaire que le dérangement de ce point lui aura fait par- 
courir , pourra, d’après ce qui est dit art. 462, être regardée comme 
composée d’une partie dq due au changement général de position que le 
système peut prendre en conservant sa forme, et d’une autre partie dr, 
dûe h son changement de forme , de manière qu’on ait dr/ + dr—dp, 
et il s’agit de prouver que, dans tous les cas, 

2{Pdq) + Z(Pdr) = 2{ Pdp) = o. 

2 ( Pdq) étant le résultat d’un dérangement dans lequel tout se 
passe de la même manière que si la forme du système était invariable, 
et qui permet de la supposer telle, on doit appliquer à cette somme 
tout ce qui est démontré art. 468 et suivants, sur la somme des moments 
(art. 457 ) d'un système de forme invariable, en équilibre , ainsi on a 
2 (Pdr/) — o. Cette équation aurait pu se conclure de ce qui est dit art. 
384 où on a vu que des forces en équilibre sur un système de forme in- 
variable , doivent d'abord satisfaire aux conditions de l’équilibre d’un 
système de forme invariable, auxquelles il faut ensuite ajouter d'autres 
conditions relatives à la constitution particulière de ce système. 

5oq. Il reste à prouver que 2 {P dr) = o, le produit P dr étant le 
moment d’une des forces P appliquées au système , dû au changement 
de forme de ce système. Si je considère le point d'application de P 
comme sollicité par celte force P et par plusieurs autres forces 1T 
équivalentes, à tous égards, aux efforts que le point dont il s'agit a à 
supporter en vertu de sa liaison avec les autres points du système, faisant 
le moment d’une de ces dernières forces égal à II dp , l’équilibre par- 
ticulier, qui existe entre les forces P et II , permet de regarder leur 
point de concours comme libre, et donne cntr’elles une équation delà 
forme de celle de l’art. 87 ; prenant la somme de ces équations, on a, 
dans l’étendue entière du système, 

2(Pdr) + 2(ITdp)=0 

observons maintenant que deux points quelconques d’application des* 
forces P et 77 agissent l’un sur l’autre par l’intermède de cor|>s, faisant 
partie du système , qui appartiennent , ou par leur mode effectif de com- 
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position, ou par les effets qu’ils produisent , à la classe des moyens sui- 
vants de transmission des forces , savoir : des verges rigides et inflexibles, 
des liens flexibles susceptibles, ou non , d’extension et de compression, 
enfin des combinaisons de pièces qui se pressent réciproquement par des 
articulations ou par des contacts de surfaces. 

D’après la démonstration donnée art. 478 et , en ayant égard , pour la 
généraliser, à ce qui est dit art. 460, 461, 5 ot et 5 oa on voit que dans 
les deux premiers cas de la liaison dos points dont il s’agit , qui aurait 
lieu soit par le moyen d'une verge rigide soit par un autre lien flexible 
mais continu, ces deux points, ou donneraient cntr’eux, une couple de 
moments égaux et de signes contraires, ou donneraient, avec un troisième 
point , deux couples de moments dont la somme serait égale à zéro ; ainsi 
tous les points, lié-s de cette manière, ne fournissent aucun terme à la 
somme S {Utf(>). 

5 o 5 . Dans les deux cas, dont je viens de parler, ou les projections de» 
vitesses virtuelles de deux points entre lesquels il y a action et réaction, 
sur la droite qui joint ces deux points, sont égales entr’elles, ou bien 
la somme des projections de la vitesse virtuelle d’un de ces points, (faites 
sur deux droites qui le lient au a* point, et à un 3 e ), est égale à la 
somme des projections correspondantes relatives à ces deux derniers 
points, faites, respectivement, sur les mêmes droites ; il n'en est pas 
de même lorsque les actions réciproques de deux points, s’exercent par 
l’intermède de pièces à articulations ou à contacts } dans ce cas , non 
seulement les variations ou projections J(t , relatives à l’un et à l’autre 
point, peuvent avoir entr’elles des rapports quelconques, mais encore 
ces projections ne doivent pas être prises sur la droite qui réunit les 
points dont il s’agit , vu que la direction , suivant laquelle l’action de l’un 
s’exerce, se transmet à l’autre suivant une direction différente. Cepen- 
dant, si on considère que ces actions réciproques font supporter des ef- 
forts aux points d ' articulations ou de contacts tels que les actions étant 
données, les efforts s’en déduisent, et réciproquement, on reconnaîtra 
que cette partie du système général, est un système particulier de l'es- 
pèce de ceux dont il a été question art. 497 , sur lequel les forces JT , 
prises dans les sens convenables, doivent se faire équilibre, ce qui lui 
rend applicable la démonstration donné*e à l’art, cité, pour le cas gé*né- 
fai où ce système particulier serait un moyen de transmission d’action 
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Entre un nombre quelconque de points. Or on a vu , au même article, 
que la somme des moments des forces qui équivaudraient , quant à l’ef- 
fet , aux efforts supportés par les points de contact , et celle des moments 
des forces qui sont ici représentées par 11 sont , chacune en particulier 
égale à zéro; ce 3' cas de la liaison des points du système ne fournit, 
comme les deux premiers, à la somme X (TI dp) que des quantités qui 
se détruisent réciproquement. 

5o6. On a donc , généralement , d’après ce qui est dit dans les deux 
art. précédents, X (Ildp) — o, d’où on conclut 21 (Pdr)—o, et par 
suite, art. 5o3,X { P(dq + dr) j =o: la somme des variations partielles 
d<i et dre st , art. cité, égide à la variation totale dp , donc l’équation 
X (P dp) = O 

est satisfaite dans le cas de l’équilibre des forces appliquées à un sys- 
tème quelconque. 

.S07. Voici une autre marche de raisonnement pour arriver au même 
résultat, en s'appuyant sur la théorie démontrée art. 497, 498 et 499. 

Laissant de cûté la partie dq de la variation de dp , sur laquelle je ne 
pourrais que ré-péter ce qui est dit précédemment, pour m’occuper uni- 
quement de la variation partielle dr, j’observe que si, dans un système 
quelconque sollicité par des forces en équilibre, le dé-placement d’un 
des points, par rapport aux autres, n'entraîne pas les déplacements de 
ceux-ci , le point déplacé pourra , d’après les conditions du système , 
avoir un mouvement, ou absolument indépendant, ou lié seulement aux 
mouvements d’une partie des autres points de ce système; ces dernières 
circonstances ont lieu lorsque le nombre des variables desquelles dépen- 
dent les positions des points d'application des forces, excède de plus d'une 
unité le nombre des équations qui établissent la constitution du système. 

Considérant donc isolément un des systèmes partiels de points dont 
les mouvements sont liés h celui de l’un d’entr’eux , et qui peuvent 
changer leurs positions respectives sans qu’aucun des autres points du 
système total se déplace , j’observe que la démonstration de l'art. 497 
est spécialement applicable à ce système partiel sollicité par des forces 
entre lesquelles il doit exister un équilibre indépendant de l’équilibre gé- 
néral , puisque les forces et les résistances des autres parties du système 
ne pourraient pas empêcher les déplacements des points de ce même 
système partiel si son équilibre n’avait pas lieu. 
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Passant à un autre point du système total, non-compris parmi ceux 
dont je viens de parler, je considère le second système partiel composé 
de ce point et de ceux dont les mouvements dépendent des siens, comme 
uni au premier système partiel de manière que les mouvements de l’un 
et de l’autre soient liés par de nouvelles conditions compatibles avec 
celles auxquelles ils étaient déjà assujettis chacun en particulier ; il y a, 
en général , une infinité de modes de liaisons qui peuvent remplir cet 
objet et qu'on imaginerait aisément dans les cas où on aurait à les 
employer. 

Ainsi voilà deux systèmes partiels, parmi ceux qui composent le 
système total , qui d’indépendants qu’ils étaient, quant aux changements 
de forme, sont liés de manière qu’on peut appliquer, dans le cas de 
J’équilibre , à l’ensemble des points qui les composent et des forces 
appliquées à ces points, la démonstration de l’art. 497 ; mais ce que je 
yiens de faire pour les points et les forces de ces deux systèmes partiels, 
peut évidemment s’étendre à tous les points et à toutes les forces du 
sVstème total, d’où je conclus que la somme des moments (art.457) des 
forces appliquées à un système quelconque peut toujours, dans le cas 
de l’équi|ibre de ce système, être rendue nulle , en réunissant aux condi- 
tions déjà existantes d’autres conditions avec lesquelles les premières 
sont compatibles. 

Il s’agit ici des moments P tir dûs au changement de forme, et réu- 
nissant l’équation Z (P dr) =0 avec l’équation Z (P dq) = o relative 
au mouvement général du système et démontrée art. 468 et suivants, on 
a comme à l’article précédent Z ( P dp) = o. 

5 o 8 . Les équations de condition données par la nature du système 
que j’appelle équations du système , et celles qu’on peut leur ajouter, 
d’après ce qui est dit dans l’article précédent, que je désigne par le nom 
d’équations auxiliaires , liant tous les points de ce système de manière 
que le .mouvement de l’un d’entr’eux détermine le déplacement de 
chacun des autres, le nombre total de ces équations doit , art. 499, être 
moindre d’une imité que le nombre des indéterminées desquelles dé- 
pendent les positions des jxtints d’applications des forces. Si après avoir, 
dans l'équation générale Z {P dp) — o, exprimé les incréments dp en 
fondions de ces indéterminées et de leurs variations, on divise tous les 
fermes de l’équation par l’unp de ces variations, on y aura un nombre de 

rapports 

/ 
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rapports de la forme — —■ égal au nombre total tant des équations du 

système que des équations auxiliaires, et on pourrait (dans l’hypothèse 
où les équations auxiliaires dont il suffit, comme on le verra ci-après, 
de concevoir la possibilité, seraient réellement posées et employées) 
par le moyen des différentielles premières de ces diverses équations, 

éliminer tous les rapports — de l’équation générale donnée par le 

principe des vitesses virtuelles qui ne contiendrait plus que les puissances 
et les indéterminées du système sans variations. 

Ainsi fl — o , 5 = o, etc. étant les équations du système , p = o, 
<r=o , etc. les équations auxiliaires , et S~o l’équation à laquelle 
on parviendrait en éliminant, parle moyen des équations dH^so, etc. 



dfz= o, etc. les rapports — — de l’équation £ (Pd/t) = o, mise sous 
"P 

la forme convenable, on aurait, après l'élimination, un nombre d’équa- 
tions finies K = o, etc. f = o , etc. = o , égal h celui des variables 
relatives aux positions des points d’applications des forces, équation» 
toutes compatibles avec la constitution du système et les conditions de 
son équilibre qui aurait nécessairement lieu lorsque l’équation & = o 
serait satisfaite. 

5oç. Telle pourrait être la marche du calcul pour arriver aux déter- 
minations ultérieures des relations entre les puissances et les indéter- 
minées desquelles dépendent les positions des points du système dans le 
cas de l'équilibre, si on employait réellement les équations auxiliaires i 
mais ces équations hypothétiques ne doivent jamais être d’aucun usage, 
lorsqu'on a à faire des applications du principe généra) , il en a été ques- 
tion , une fois pour toutes, dans la démonstration précédente, parce 
qu'elles étaient nécessaires à la marche du raisonnement, et l’objet qu’on 
s'est proposé, en les y introduisant, est complètement rempli dès que 
l’on conçoit seulement leur possibilité. 

La preuve de cette proposition est une afTaire de pure analyse; on dé- 
montre d’abord que le procédé d'élimination donné , dans l’art, précé- 
dent , conduit rigoureusement au même résultat qu’on obtiendrait en 
suivant la méthode de l’art. 483 ; or m étant , comme à l’art, cité , le 
nombre des équations du système , n le nombre des variables des- 
t 3o 
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quelles dépendent les positions de ses points , et , par conséquent , 
n — m — i le nombre des équations auxiliaires , on arrive, en em- 
ployant toutes ces équations , tant données qu’hypotliétiques , par les 
règles que prescrit la méthode de l'art. 483 , à une équation unique dé- 
livrée des indéterminées K , équation que j’ai désignée par fl — o, au lieu 
que si on eût employé seulement les m équations du système on se? 
rait parvenu à un nombre n — m d'équations , que j’ai représentées par 
co = o; mais on démontre encore que l’équaiion 6 >=c o ne peut être satis- 
faite a moins que les n — m équations a — o, u’aiçnt lityi séparément. 

Enfin on s’assure de la vérité de la proposition inverse et on prouve 
que lorsque les équations tu — o ont lieu l’équation é? = o est néces- 
sairement satisfaite, d’où on déduit aisément cette conséquence, que 
l'emploi pur et simple de la méthode de l’art. 483 , avec les seules 
équations de condition , ou équations du système , données par l’état 
de la question , suffit généralement pour déterminer toutes les relations 
sur lesquelles l’équilibre d’un système quelconque est établi. 

Je supprime , pour abréger les démonstrations de ces théorèmes que 
les élèves trouveront dans un mémoire fort intéressant de M- Ampère 
(Journal de l’ école Polytechnique i 3 c cahier) qui contient une 
démonstration du principe des vitesses virtuelles dégagée de la consi - 
dération des infiniment petits. 

Ils trouveront aussi, relativement à ce principe, des études très-utiles 
i faire dans l’ouvrage de M. le Comte Fossoiubroni que j’ai cité art. 86 , 

fi 10. J’ai eu spécialement en vue les corps solides , dans toute la 
théorie relative au principe des vitesse» virtuelles, démontrée depuis l’art. 
4Ô4 ; cependant les résultats généraux auxquels je sujs parvenu , con- 
viennent indistinctement aux corps solides et aux corps fluides j c’est 
ce que je ferai voir dans la troisième partie du cours , avec toutes les 
explications nécessaires relatives, tant aux fluides incompressibles } 
qu’aux fluides élastiques. On y verra comment , pour celte dernière 
espèce de corps, il faut entendre ce qui est dit art. 461 etc. etc. 



Propriété* générales de l’équilibre , déduites du principe de» vilctecs virtuelles. 

fin. En considérant le principe des vitesses virtuelles comme un 
théorème dont la vérité est censée reconnue, ou «1 le démontrant par 
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des raisonnements indépendants des propositions contenues dans les a* 
et 3” sections de ce traité , on en déduit, avec beaucoup de brièveté et 
de facilité, les conditions de l’équilibre des systèmes étendus ex. figu- 
rés , constitués d’une manière quelconque , la théorie des centres des 
forces , des centres de gravité , etc. Cette marche, suivie avec le plus 
grand succès par les célèbres auteurs de la Mécanique analytique et 
de la Mécanique céleste , ne convenait pas à un traité élémentaire 0(1 
il faut rattacher immédiatement aux premières notions, tout ce qui peut 
s’en déduire sans de grandes difficultés, mais je vais prouver , par quel- 
ques exemples, la grande utilité du principe des vitesses virtuelles pour 
arriver immédiatement, et presque sans calcul , à des vérités curieuses 
et importantes ; ces exemples sont tiré» de la section troisième de la pre- 
mière partie de la Mécanique analytique. 

5i a. Je me propose de considérer les maxima et tninima qui peuvent 
avoir lieu dans l’équilibre, et pour cela je reprends la formule générale 

P' dp' + P " dp" + P'" dp'" + etc. = o 

d'équilibre entre les forces P' , P” , etc. dirigées suivant les lignes 
p' , p" , etc. art. 455. 

On peut supposer que ces forces soient exprimées de manière que la 
quantité P' dp' + P" dp" + etc. soit Une différentielle exacte d’uue 
fonction de p' , p" , etc. représentée par 0 , en sorte que l’on ait 

d 0-1" dp' + P" dp" + etc. 

alors on aura, pour l’équilibré, cette équation d0 — a, laquelle fait 
voir que le système doit être disposé de manière que la fonction 0 soit , 
généralement parlant , un maximum ou un minimum. 

Je dis généralement parlant , car on sait que l’égalité d’une diffé- 
rentielle à zéro, n’indique pas toujours un maximum ou un minimum 
comme on le volt par la théorie des courbes. 

5 1 3. La supposition , o lieu , en général , lorsque les forces P', P",, etc. 
tendent réellement ou h des points fixes ou it des corps du même système, 
et sont proportionelles à des fonctions quelconques des distances , ce 
qui est proprement le cas de la nature. 

Ainsi, dans cette hypothèse de forces, le système sera en équilibre 
lorsque la fonction 0 sera un maximum ou un minimum j c’cst en 



a . 3 6 Statique élémentaire. 

Quoi consiste le principe que Maupertuis avait proposé sous le nom 
tic Loi du repos. 

614. Si on considère un système de corps pesants en équilibre , les 
forces P' , P" , etc. provenant de la gravité seront, art. 26a, pro[>or- 
tionelles aux masses des corps, |>ourront être représentées par ces masses 
elles - mêmes et considérées comme des constantes dans l'expression 
P' dp' + P" dp " + etc. on aura donc 

0 = P' p' 4- P" p" 4- etc. 

P' , P", etc. désignant les masses des différents corps du système. Si on 
prend les origines de p' ,p" etc. au centre de la terre qui est leur point 
commun d'intersection , ces lignes seront les distances, à ce centre , des 
centres de gravité particuliers de chacun des corps P' , P” } etc. et comme 

<P 

elles peuvent être, art. 264, censées parallèles, la quantité p, ■ p„ + 

exprimera art. 273 et 283 la distance du centre de gravité de tout le 
système au centre de la terre, laquelle deviendra un minimum ou un 
maximum lorsque le système sera en équilibre. Le minimum aura 
lieu, par exemple , dans le cas de la chaînette, et le maximum dans le 
Cas de plusieurs globules qui se soutiendraient en forme' de voûte. Ce 
principe est connu depuis long -temps. 

En partant du théorème que je viens de démontrer on trouverait 
l’équation de la citai nette et toutes ses propriétés, telles qu’elles ont 
été données art. 429 et suivants; on considérerait, pour plus de commo- 
dité, les lignes p' ,p" , etc. comme les distances des centres de gravité 
des corps P' , P", etc. à un plan horizontal de position déterminée. 

SiS. Après s’ètre assuré que la fonction SP est un minimum ou un 
maximum lorsque la position du système est celle de l’équilibre, on dé - 
montre que si celte fonction est un minimum l’équilibre aura de la 
stabilité , ensorte que le système étant d’abord supposé dans l’état 
d’équilibre et venant , ensuite, à être tant soit peu déplacé de cet état, il 
tendra de lui-même à s’y remettre en faisant des oscillations infiniment 
petites ; qu’au contraire dans le cas où la même fonction serait un ma - 
xirnum , l’équilibre n'aura pas de stabilité et qu’étant une fois troublé, 
le système pourra faire des oscillations qui ne seront pas très-petites, 
et qui pourront l’écarter de plus en plus de son premier état. 

Voyez, la démonstration de ces propositions, que je supprime pour 
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abréger , dans la Mécanique analytique , première partie, section 3 
art. 17 et suivants. En général , un système pesant est dans un état d’équi - 
libre stable , lorsqu’un petit dérangement de cet état d’équilibre élève son 
centre de gravité, et l’équilibre n’a pas de stabilité , lorsque le centre 
de gravité s’abaisse en vertu d’un pareil dérangement. L’emploi du pen- 
dule , pour mesurer le temps, et pour d’autres usages, est fondé sur la 
stabilité de l'équilibre d’un corps pesant suspendu <t un axe horizontal 
et ayant , dans cet état d'équilibre, son centre de gravité au-dessous de 
cet axe ; on peut alors , en lui donnant une impulsion et l’abandonnant 
ensuite à lui-même , lui faire faire des oscillations de part et d'autre de 
la position d’équilibre , qui , une fuis établies , dureraient continuelle- 
ment , sans les frottements , les résistances des milieux } etc. , et dont , 
eu égard à ces résistances , on ne peut prolonger la durée que par un 
renouvellement de force motrice ; si on place le centre de? gravité du 
même pendule au-dessus de l’axe de suspension , et dans le plan verti- 
cal qui renferme cet axe , l’équilibre aura lieu , mais le corps , par la 
plus petite impulsion sortira de cet état d’équilibre , et s’en éloignera 
continuellement ; les questions relatives à ces mouvements seront traitées 
dans la a» partie du cours , avec les détails convenables. 

5t6. Voici, par anticipation, un exemple de l’application du principe 
des vitesses virtuelles aux questions de mouvement. Si le pendule, ou 
corps solide suspendu à un axe horizontal , dont j’ai parlé dans l'art, pré- 
' cèdent, est mis dans la position supérieure, ou d’équilibre non stable , 
et qu’on lui donne une impulsion quelconque, qui ne soit pas dirigée 
dans le plan vertical renfermant l’axe de suspension, il tournera toujours 
dans le même sens, autour de cet axe de suspension (en supposant milles 
les résistances dues au frottements , aux mil/eux dans lesquels le mouve- 
ment s'opère etc.). Soient à un instant quelconque du mouvement, de,, 
de,, , etc. les arcs élémentaires respectifs, parcourus par les molécules 
rn, j m n , etc. du corps, pendant un temps infiniment petit que je dé- 

, . f de, Y ( de,, 

signe par dt , la somme m, I I + m„ I 

la somme des forces vices, sera un maximum dans la position inférieure, 
celle de l’équilibre stable , et un minimum dans la position supérieure, 
celle de l’équilibre non stable. 

La démonstration de ce beau théorème, applicable à des cas de coin- 



y 



+ etc. qu’on appelle 
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position de système et d’action de forces beaucoup plus généraux que 
le précédent se déduit immédiatement du principe des vitesses vir- 
tuelles, en admettant , comme vraie, l'équation suivante que je démon- 
trerai dans la 2 ® partie du cours. 



m, + m u "*■ e,c ‘ = constante — » $ 

D’apri-s cette équation lorsque le système passe par les positions d’é- 
quilibre où on a — on a aussi d | m, +etc. j =0 et 



par conséquent m 




1 



+ etc. égal & un maximum ou à un mini - 



mum ; et s’il s’agit du cas particulier du pendule, le maximum a lieu 
évidemment dans la position inférieure. Ces résultats donnent le prin- 
cipe de statique proposé par M. de Courtivron « que de toutes les 
« situations que prend successivement un système, celle où il a la plus 
« grande ou la plus petite force vive , est la même que celle où il fau- 
« drait le placer cp premier lieu pour qu’il restât en équilibre. » 



F!K DE LA TROISIÈME SECTION. 



SECTION IV. 



DE L’ÉQUILIBRE DES MACHINES 
EN FAISANT ENTRER EN CONSIDÉRATION 

LES RÉSISTANCES DUES A L 'ADHÉSION, 
AU FROTTEMENT , A LA ROIDEUR 
DES CORDES ET DES CHAINES. 



Observation» générales ; division des matières couteroes dans cette quatrième' 

section. 

517. J’ai donne, art. 484 et suivants, des notions générales sur l’es- 
pèce de système à laquelle se rapportent en général, les machines , et 
j’ai démontré le principe d’où on déduit les conditions communes de 
leur équilibre applicables sans exception, à un mécanisme quelconque. 
Une conséquence immédiate de la théorie dont j’ai posé les bases h 
l’article cité est que, parmi Jes conditions auxquelles la construction 
d'une machine doit satisfaire, la première tient à la solution du pro- 
blème suivant. 

« Etant donnés deux points dans l'espace , lier ces deux points par 
« un système de forme variable ou invariable, dont la composition soit 
« telle qu'en imprimant, à un de ces points, un mouvement donné il 
« en résulte , pour l’autre point, un mouvement pareillement donné. » 
Ce problème, qui est, en général, indéterminé, renferme complè- 
tement , tout re qu'on pourrait appeler la théorie- des mécanismes , 
théorie purement géométrique, et qui petit être tout -à-fait séparée de 
la considération des forces ou puissances j elle n’en est pas moins 
très -propre à exercer le génie d'invention ; quelques hommes dont 
les noms sont cités avec vloge, dans l’histoire des arts, lui doivent une 
partie de leur réputation. 
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5i8. Celte théorie des mécanismes quoique susceptible d’être ré- 
duite en corps méthodique de science, n’avait jamais, que je sache, 
été considérée sous ce point de vue jusqu’en 1790, époque à laquelle je 
donnai dans le 1" volume de mon Architecture hydraulique , un clas- 
sement systématique des machines à élever l’eau que je me propose de 
suivre dans la partie de l’ouvrage où je traiterai de ce genre de machines. 

619. Depuis ce temps M M. Bettancourt, Lanz et Hachette profilant 
et de leurs propres recherches et des grands progrès que M. Monge a 
fuit faire à la Géométrie descriptive, ont publié d’interessants traités 
sur cette matière. Nous devons à MM. de Betancourt et Lan* un 
essai sur la composition des machines , imprimé en 1808 , dont le 
plan, aussi neuf qu’ingénieux, est de leur invention. Cet ouvrage a été 
revu et publié avec addition de l’analyse d’un cours de machines , par 
M. Hachette, qui a fait dessiner les planches à l'école Polytechnique, 
et qui met au jour , en ce moment , la première partie d’un traité 
élémentaire des machines , de sa composition. 

5 ao. Les classements de mouvements , faits par les auteurs dont je 
viens de parler, réduisent à dix les cas du problème general énoncé art, 
5i7, pour ce qui concerne les machines élémentaires , dans lesquelles 
il n'entre que les combinaisons du mouvement rectiligne et du mou- 
vement circulaire. Chacun des points auxquels le moteur et la résis- 
tance (voyez l’acception de ce mot art. 491 ) sont appliqués, peut avoir 
l’un des quatre mouvements suivants , savoir: 

Le mouvement rectiligne continu } celui a lieu toujours dans le 
même sens. 

Le mouvement rectiligne alternatif , celui qui fait parcourir, al- 
ternativement , une même ligne droite au point mobile, dans des sens 
difl’érens , qu’on appelle aussi mouvement de va et vient. 

Le mouvement circulaire continu. 

Le mouvement circulaire alternatif. 

Ces quatre mouvements peuvent se combiner , d’abord , de six ma. 
uières , lorsqu'on veut imprimer l’un d’entr’eux au point d’application 
du moteur et l’un des trois autres au point d’application de la résistance. 

Il y a de plus quatre combinaisons répondants aux cas où les points 
d’application du moteur et de la résistance çnt un mode commun de 
piouvcment. 



bit. 
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5 si. Voici un tableau de ces dix combinaisons de mouvement , don- 
nant les dix cas du problème général de l’art, biy , pour ce qui concerne 
les machines élémenlaires ; l’expression point extrême signifie comme 
à l’art. 486, indistinctement, le point d’application du moteur ou celui 
delà résistance. 



Cas. 


Mouvement d’un des points 

EXTRÊMES DE LA MACHINE. 


Mouvement de l’autbe point 
EXTRÊME DE LA MACHINE. 


1" 


Rectiligne continu. 


Rectiligne continu. 


a 


Rectiligne continu. 


Rectiligne alternatif. 


3 


Rectiligne continu. 


Circulaire continu. 


4 


Rectiligne continu 


Circulaire alternatif. 


s 


Circulaire continu. 


Rectiligne alternatif. 


6 


Circulaire continu. 


Circulaire continu. 


7 


Circulaire continu. 


Circulaire alternatif. 


8 


Rectiligne alternatif 


Rectiligne alternatif. 


9 


Rectiligne alternatif. 


Circulaire alternatif. 


IO 


Rectiligne alternatif. 


Circulaire alternatif. 



Je me bornerai à ces premières notions sur la partie purement géo- 
métrique de la théorie des machines, en renvoyant , pour de plus grands 
détails, aux ouvrages ci-dessus cités, 

5 a 2. A cette partie géométrique se réunit, pour compléter la science 
des machines , celles qu’on peut appeller statique et dynamique , 
dans lesquelles entre la considération des forces extérieures qui leur 
sont appliquées , et des actions et réactions de leurs diverses parties 
les unes sur les autres. Les conditions principales auxquelles les ma- 
chines doivent satisfaire , sous ces dentiers points de vue, sont, i° que 
le produit de l'effort du moteur , par l’espace que parcourt son point 
d’application , dans un temps donné , excède le moins qu’il est possible 
le produit de l’cfTort de la résistance par l’espace que parcourt son 
point d’application pendant le même temps. On ne regarde pas comme 
une bonne machine , celle dans laquelle le rapport entre le second pro- 
duit et le premier, n’est pas de 7 h ÿ ; a? , que le mécanisme par lequel 
l’action du moteur est transmise «1 la résistance ait , parmi toutes les 
formes qui résolvent le problème indéterminé de l’art. 5 iq , celle qui 
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est la plus compatible avec la solidité et la durée des diverses parties 
du mécanisme, l’économie de la construction et des réparations , la fa- 
cilité du jeu et de la manœuvre , etc. 

5a3. On voit par ce court exposé combien sont abondantes les ma- 
tières d'un traité spécial et complet sur les machines. Le plan d’un pareil 
traité est trop vaste relativement à l’étendue qu’on peut donner à un 
cours élémentaire où il ne s’agit que de préparer les élèves aux études 
qu’ils doivent faire dans les écoles d’application pour se mettre en état 
d’apprécier reflet, le produit, et les diverses qualités qui font qu’une 
machine donnée , envisagée quant à sa construction et aux forces qui 
agissent sur elle, est plus ou moins propre à remplir sa destination. 

Je me bornerai en conséquence à résoudre quelques questions fonda- 
mentales sur l’équilibre et le mouvement des machines , choisies de 
manière que leurs solutions rendent faciles celles des cas les plus compo- 
sés, et contiennent des règles pour déterminer, par des calculs fondés sur 
l'expérience, les résistances particulières dues à certaines circonstances 
physiques qui influent très -sensiblement sur le produit des machines, 
et auxquelles il est indispensable d’avoir égard dans la pratique. 

634 . L'ejfet utile des machines résulte en général , du mouvement 
que le moteur imprime au point d’application de la résistance , il en 
est cependant quelques unes dont la destination unique est de donner 
le moyen de contre -balancer les forces qui tendent à faire mouvoir ce 
point, et, en général, il faut, pour se mettre en état d'évaluer l'effet 
utile j considérer d’abord le moteur et la résistance dans l’état d’équi - 
libre , ce qui constitue la partie statique de la théorie des machines ; 
c'est celle dont je vais m’occuper , et je ne parlerai des machines en 
mouvement qu’à la fin de la 3 * partie du cours. 

5a5. 11 semblerait au premier coup d’œil que les formules d’équilibre 
des machines élémentaires devraient être assujetties à un classement 
analogue à celui de ces machines elles -mêmes, que j’ai présenté art. 5 iO 
et 5at ; mais en observant que ces diverses machines comportent seu- 
lement des mouvements rectilignes et circulaires, on reconnaît que les 
conditions de leur équilibre ne sont que des combinaisons de celles qui 
ont lieu sur le plan incliné et le levier. La théorie de ces deux ma- 
chines simples serait donc, à la rigueur, suffisante pour l'objet que j’ai 
en vue , mais j’y joindrai , afin de la rendre plus instructive, quelques 
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détails sur le coin , sur les systèmes de poulies , sur l'équilibre de U 
vis , celui du treuil et sur les systèmes d'engrenage. 

Je commencerai par établir les conditions de l’équilibre des machines 
rn faisant abstraction des résistances dues au frottement etc. et j’in- 
truduirai ensuite, a l'aide de l’expérience, ces résistances dans le calcul, 

Définition du plan incliné; conditions de l’équilibre et déterminations diverse» 
relatives au plan incliné simple , et à un système de deux plans inclinés adossés; 
démonstration remarquable de Stevin. 

5 3.6. Soit AC une horizontale, AB une verticale, et BC l’intersection 
du plan RAC et d'un plan qui lui est perpendiculaire ; ce dernier plan '7 
prend le nom de plan incliné , lorsqu’il est employé comme moyen 
mécanique. Il serait aisé de concevoir comment le plan incliné peut 
sous ce point de vue , être d’une très-grande utilité , si on n’avait pas 
à chaque instant , l’occasion de s’en assurer par le fait ; supposons, par 
exemple, qu’on ait à élever, à une hauteur verticale AR , un poids P 
à l'aide d’un moteur M , tel que le plus grand cflbrt dont ce moteur 
soit capable équivale à un poids moindre que P , l’action verticale de 
M sur P ne pourra jamais produire l’effet demandé ; mais si P est posé 
sur le plan incliné BC et qu’on ait- P X cos. ARC < M , alors M en 
agissant sur P parallèlement à CB pourra le faire mouvoir le long de 
cette ligne CR jusqu'à ce qu’il soit arrivé de C en R et élevé, par consé- 
quent, à la hauteur A R au-dessus de l’horizontale A C. Je fais abstrac- 
tion de P adhésion et du frottement. 

L’horizontale AC est ce qu'on appelle la base du plan incliné , la 
verticale AR est sa hauteur , et BC est sa longueur. 

527. On a souvent occasion , en mécanique , de traiter les questions 
d’équilibre ou de mouvement des corps qui , posés sur differents plans 
ou différentes surfaces , agissent les uns sur les autres par l’intermède 
de cordes, chaînes , ou autres moyens de transmission de mouvement. 

Le cas le plus simple de ces actions réciproques est celui de deux corps 
ou points matériels- m' et m, posés sur deux plans inclinés adossés b R 
et BC , dont AB est la hauteur commune, AD et ^6’les deux bases Fig. 18 
dirigées suivant une même ligne horizontale. 

m' et m, soumis à la pesanteur ou à d’autres forces qutlconques , 
sont liés l’un à l’autre par une corde gph parfaitement flexible et inex‘- 
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tensible , passant sur une poulie p , et dont les portions gp et plt , pa- 
rallèles à DB et BC, sont supposées attachées aux centres de gravité 
de m' et m,. . 

5 a 8 . La théorie de l'équilibre sur le plan incliné tant simple que 
double, se déduit avec la plus grande facilité de la théorie générale de 
l’équilibre d'un corps posé sur une courbe ou sur une surface courbe que 
j’ai donnée art. 90 et suivants. Il résulte de cette théorie que les condi- 
tions de l'équilibre de deux forces appliquées à un même point matériel, 
qui est assujetti à se mouvoir sur un plan fixe, sont i°que les deux forces 
ayent leurs directions dans un même plan perpendiculaire au plan sur 
lequel le point matériel est posé , 2° que les produits de ces forces par 
les cosinus de leurs angles d’inclinaison sur ce dernier plan soient égaux 
et de signes contraires. 

La pression normale sur le même plan sera égale à la somme des pro- 
duits des forces par les sinus de ces angles. 

£29. Tous les théorèmes relatifs k l’équilibre du plan incliné sont des 
conséquences si faciles à tirer des propositions précédentes, que je n’ai 
besoin que du simple énoncé de ces théorèmes pour les élèves qui pos- 
sèdent les trois premières sections de la statique. 

Soient dans le cas de l’art. 526 , et de la figure 17. 

Le corps ou point matériel posé sur le plan incliné m, 

( du sommet. ... P, 

La force qui tend à pousser le corps m . du côté < . 

H v v 1 de la base P„ 

Pression normale sur le plan incliné. ... N, 

L’angle formé par la longueur du plan incliné \ P / l , 

et par la direction de , ... .J P t n 



L’angle formé par la base du plan incliné et j P, a, 

par la direction de ) P, a , 

Angle formé par la longueur du plan incliné et par sa base ... 8 , 

Angle formé par les directions des puissances P , et P „ x 

Hauteur du plan incliné h 

Base du plan incliné * b , 

Longueur du plan incliné . . . k, 

ou a dans le cas de l'équilibre les équations suivantes 



équation! d'équilibre 
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P, cas. e,=P„cos. e„ 

ou. . . P,cos.(0,~ a,)=P„cos.(a„— 0) 



Pression 

normale. 



N /ùn.t /+P ,fi\n. e„= sln - (*/+*») p r 
cos. t, 



AT _ sin. r D _ sin. (x„— a,) p 
'“cos.*, cos. ( Ü f a,) " 

Pression que supporte la base. 

= P „ sin. a .,, — P, sin. a, 
force qui tend ù faire glisser le plan incliné sursa base 
= P, cos. a, — P„ cos. a„ 



Q, — a t+ e i' sa n~ e ii 

o. — O, — a, 

e, + i„= a„— a, 



530. Dans le cas de la pesanteur, P„ étant le poids du corps m, et 
la base , qui relativement aux formules de l’article précédent, peut avoir 
une position quelconque, étant horisontale, on a 

C , P" 

P, eit une puissance horizontale ) ^ ' C0S ' ^ " 5 ' n ^ > cos. 

t P / * P // • • ^ / 1 ^/ ■ P n *• b f \ b f 

La direction -de P, e*t parallèle j ^ n s ’ n - ■> ~ cos ' 

i la longuer du plan incliné j P, ; P /( ; ; h : k, J JV, ; P„ Il b, : k, 

53 1 . Prenant ensuite le cas des plans inclinés adossés, celui de l’art. 
527 et de la figure 18 , supposant milles les forces étrangère» à l’action 
réciproque des deux corps m, et m’ , qui tendent k pousser ces corps 
vers le sommet commun des plans inclinés, et représentant les quantités 
qui appartiennent au plan incliné B C , par les signes convenus art. 5ap, 
et les quantités correspondantes , qui appartiennent au plan incliné BD, 
par les mêmes lettres, qui porteront l’accent supérieur au lieu de l’ac- 
cent inférieur , on a 

P„ cos. t„ s» P" cos. t" 

N, = P„ sin. e„ j N' — P" sin. e" 



Pression que supportent les bases = P„ sin. a„ + P" sin. a" 
Forces qui tend à faire glisser les | 
plans inclinés sur leurs bases 



= P„ cos. a,, — P" cos. a" 



532. Le cas de la pesanteur donne , en représentant les poids de m, 
et m' par leurs masse* 
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m, eln. 0, — m! sin. ff 
m, : m! ” k, : V 

533. On voit, par la dernière proportion , que les poids m,et m ! , en 
équilibre sur les deux plans inclinés adossés, sont entr'eux comme les 
longueurs de ces plans inclinés. Stevin , célèbre mathématitirn Hollan- 
dais, et intendant des digues de Hollande, qui a vécu à la (in du i 6 ® 
et au commencement du 17 ® siècle, a donné une démonstration de ce 
théorème, à une époque où la théorie du plan incliné n’était pas encore 
éclaircie, remarquable tant en elle -même que par les conséquences 
qu’il en a tirées. Voici celte démonstration telle qu’elle est présentée 
dans la Mécanique analitique. 

« Stevin considère un triangle solide posé sur sa base horizontale , 
« en sorte que ses deux côtés formpnt deux plans inclinés, et il imagine 
« qu’un chapelet formé de plusieurs poids , enfilés à des distances égales, 
« ou plutôt une chaîne d’égale grosseur soit placée sur les deux côtés de 
«ce triangle, de manière que toute la partie supérieure se trouve ap- 
« pliquée aux deux côtés du triangle et que la partie inférieure pende 
« librement, au-dessous de la base, comme si elle était attachée aux 
« deux extrémités de cette base. 

« Or Stevin remarque qu’en supposant même que la chaîne puisse 
« glisser librement sur le triangle , elle doit cependant demeurer en 

* repos ; car si elle commençait ù glisser d’elle-même dans un sens elle 
« devrait continuer à glisser toujours, puisque la même cause de mou- 
« vement subsisterait, la chaîne se trouvant à cause de l’uniformité de 
« ses parties, placée toujours de la même manière sur le triangle, d'où 
« résulterait un mouvement perpétuel ce qui est absurde. 

« Il y a donc nécessairement un équilibre entre toutes les parties de 
« chaîne ; or il est évident que la portion qui pend au - dessous de la 
.« base est déjà en équilibre d’elle - même ; donc il faut que l’effet de 
« tous les poids appuyés sur l’un des côtés contre - balance l’effort des 
« poids appuyés sur l’autre côté ; mais la somme des uns est à la 

* somme des autres , dans le même rapport que les longueurs des côtés 
« sur lesquels ils sont appuyés. Donc il faudra toujours la même puis- 
« sance pour soutenir un ou plusieurs poids placés sur un plan incliné, 

* lorsque le poids total sera proportionel à la longueur du plan , en 
u supposant la hauteur la même , mais quand le plan est vertical , la 
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« puissance est égale au poids ; donc, dans tout plan incliné , la puis* 
« sance est au poids comme la hauteur du plan est à sa longueur . . 

« Stevin déduit de cette théorie celle de l'équilibre entre trois Jniis - 
« sances qui agissent sur un même point, et il fait voir que cet équilibre 
« a lieu lorsque les puissances sont parallèles et proportionnelles aux 
« trois cotés d'un triangle rectiligne quelconque. » 

Principe dos vitesses virtuelles considéré particulièrement dans J'équilibre du 
plan incliné ; formules de cet équilibre déduites de la propriété du maximum 
d'abbaissemenf du centro de gravité ; problème relatif à l’équilibre des corps 
placés sur des courbes , dont cette propriété donne une solution fort simple. 

534. J'ai dit , art. 484, que le principe des vitesses virtuelles avait été, 
dès long- temps, apperçu dans l’équilibre des machines , et il sera bon 
de faire voir par quelques exemples particuliers comment il s’y trouve 
vérifié; ces rapprochements, quoique leurs résultats soient assurés d’a- 
vance par les démonstrations générales données depuis l’art, cité jusqu’à 
l’art. 5 to, n'en sont pas moins intéressants et pour la curiosité et pour 
l’instruction. 

Je ne pourrais, dans le cas du plan incliné simple, que répéter fité- 
ralement ce qui est dit art. 466, en conséquence je passerai au cas de 
l’équilibre de deux corps posés sur deux plans inclinés adossés qui ont 
comme le précédent, la propriété de vérifier l'équation déduite du prin- 
cipe des vitesses virtuelles lorsqu’on donne aux incréments dp des 
valeurs finies. 

Supposons que le corps m' , se mouvant le long du plan incliné sur 
lequel il est assujetti à rester, passe de sa position à la position R' , en 
parcourant un espace fini AfJ, d'après les conditions du système le corps 
m, devra prendre une position R, a la même distance A (> de sa position 
initiale. Or les puissances P" et P „ qui sollicitent respectivement m' 
et m, faisant avec les lignes égales parcourues, les angles e" et („ , les 
projections de A (J sur les directions de ces puissances, désignées par 
ISp" et A/j„ auront pour valeurs 

ù>.p" = A p cosin. e" j A p„ = A p cosin. t„ 
et ces équations combinées avec l'équation P „ cog. = P" cos. *" de 
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l'art, 53 1 .donne l’équation P" A p" = P,, A 7», , telle qu’on la déduirait 

du principe général. 

Réciproquement , si on part de l’équation P" A p" = P,, A p„ ou 
P" dp" — P „ dp,, et qu’on y substitue pour dp" et dp,, leurs valeurs 
dp cose", dp cose„ on aura l’équation d’équilibre P,, cos e„ = P" cos e". 

535 . Supposons que les deux corps m'e t m, soient soumis uniquement 
à l’action de la pesanteur ; faisons la distance du centre de gravité de 
m, au sommet commun B des deux plans inclinés, égale k p ; la lon- 
gueur du cordon qui lie les deux corps ensemble étant a , la distance 
du centre de gravité de m , au même point B sera a — p ; soient de plus 
y et y, les distances respectives de m! et m, au plan horizantal pas - 
sant par B. 

Les équations de condition du système seront, en conservant la nota- 
tion des art. 5 29 et 53 i 

y = psip. P ; y, — (a — p) sin.P, 
la distance du centre de gravité du système des deux corps m' et m, 
au plan horizontal passant parla base commune des deux plans inclinés 
sera art. 273 et 288, 

m’ p sin. ff + m, ( a — p) sin. 0 , 
fl / — — — . 

• m + m, 

cette distance qui ne renferme de variable que p, doit être un minimum 
(art. 5i4) dans le cas de l’équilibre, ce qui donne pour la condition 
unique de cet équilibre, 

m' sin. ff — r»,sin. 0 , = o 
c’est l’équation trouvée art. 53 a. 

536 . Substituons au plan incliné BD une courbe quelconque S' M' D, 
tracée sur un plan vertical , et proposons-nous de construire, sur le 

f ig. 15 même plan , une autre courbe S, M, C telle que deux corps ou points 
matériels pesant m' et m, placés sur ces courbes et liés l’un à l’autre par 
le cordon M,BM, , soient en équilibre dans toutes les positions qu’ils 
pourront prendre sur leurs courbes respectives. Le point B est dans le 
plan des deux courbes, D C est une base horizontale. 

Menons l’horizontale K' B K, et traçons les verticales P' M' TI' , 
P, M, II, passant par les points où se trouvent m' et m, en supposant 
)a courbe 6 , M , C décrite. 

SoirnÇ 
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Soient P' AF =y r et P,M, — y, on doit avoir, d’après le principe 
démontré art. 5 1 4 , d ( m! y' + m,y , ) = o, d’où ni y + m, y,— C et 



y,— 



C—m'f 



. Ainsi la courbe ff M' D et un seul point de la courbe 



avec les poids m' et m , étant donnés, la constante C sera déter- 
minée, et pour trouver un point M , de la courbe tf,A / ,C correspondant 
à un point quelconque M' de la courbe donnée , on calculera d’aburd 

l’ordonnée P, M, = y, = ’Lù— et on tracera une horizontale H G 



h la distance jy, de l'horizontale K' B K,. Ensuite d’une ouverture de 
compas B M, égale à la différence entre la longueur totale connue du 
cordon M' B M, et le rayon vecteur B M' , on tracera l’arc <p M, a dont 
l’intersection avec U G déterminera le point cherché. 



Théorie de l'équilibre d’un corps posé sur deux plans inclinés et sollicité par 
des forces quelconques. Évaluation des pressions que ces plans ont A sup- 
porter. Mesure de la stabilité de l’équilibre ; maximum de cette stabilité. 



537. La théorie suivante mérite quelque attention par l’utilité des 
applications qu’on en peut faire. 

Soient ADE et ABF deux lignes représentant deux plans perpen- Fig. 20 
diculaires au plan du tableau , et DGBHD une figure plane ma- 
térielle, dont la masse = M, couchée sur le plan du tableau , est assujettie 
à avoir deux points de son périmètre en contact avec les plans AE et AF. 

Ce corps M est sollicité par des forces quelconques agissant dans le 
plan DG B HD, dont la résultante est égale à Pj et on demande les con- 
ditions de l’équilibre de ce corps, ou plan matériel. 

J’élève par les points de contact D et B , sur les lignes AE et A F 
les perpendiculaires DC et BC , dont l’intersection est en C, et l’équi- 
libre aura lieu si la ligne de direction de la résultante P passe par le 
point C et si le sens de son action est tel qu’elle tende à pousser le même 
point C dans l’angle DCB , cette force pouvant d’ailleurs avoir une in- 
tensité quelconque. 

Il est aisé de voir comment les deux conditions que je viens d’assigner 
assurent l’équilibre, lorsqu’elles sont satisfaites; la force P peut toujours, 
dans ce cas , être complètement remplacée par deux forces dirigées 
1 3 a 
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suivant CD et CR , normales aux lignes AE et AF , et qui pressent 
les points de contact D et B contre ces lignes ; tout mouvement du corps 
M devient , par-là , impossible. 

D’une autre part, on reconnaîtra, avec la plus légère attention, que si 
la force P n’était pas dirigée par le point C , le corps M, ou se séparerait 
soit des deux lignes A E et AF soit de l’une d’entr’elles, ou glisserait 
sur les points de contact. 

ï>38. Lorsque le glissement sur les points de contact est le seul dé - 
rangement que le corps puisse éprouver, le mouvement initial qui fait 
parcourir, à ces points, des espaces infiniment petits, sur les lignes 
AE et AF, leur fait parcourir les mêmes espaces sur les cercles décrits 
des rayons CD et CR, et déplace ainsi, tous les points du corps A/ à 
l’exception du point C ; les conditions de l’équilibre, dans ce cas, sont 
donc évidemment les mêmes que celles que j'ai assignées, art. 146 , pour 
l’équilibre de plusieurs forces agissant sur un plan matériel qui renferme 
leurs directions et qui a un point fixe. 

S 39 . Pour déterminer les pressions normales qui , dans le cas de l’équi- 
libre, s’exercent aux points D et B, je désigne par et i £, , respecti- 
vement, les angles que forme la direction de P avec les lignes AE et 
AF, et je fais AD — %', DC—r.'jAB = !j,,BC=r l ,jAC=pet j’ai 

C09. \p, /)* 

Pression normale en D = — i — r ~. — ' y/: - P = — — 7— P cos. i£. 

s| n. (tév + y ) K/Ç +ri'S, ' 

Pression normale en B = — — . , \ P— ■£- — — P cos. •£' 

sra.(\(,+v» ) n,£ +n s, 

on peut remarquer que l’angle EAF=-i>,-\-'ÿ \ les angles BDA et DBA 
sont supposés être des angles aigus. 

n 040. Je passe au cas où le corps M continuant à avoir un de ses points 
en contact avec le plan A E, touche le plan A F par deux points, et je 
mène par les points de contact B , B' et D des normales B C , B' O, et 
DC 1 aux lignes A F et A E, la dernière normale rencontrant les deux 
autres en C et C , les angles BDA, B' DA , DBA , DB'A sont suppo- 
sés être dos angles aigus. 

L’équilibre aura lieu lorsque la ligne de direction R () de la résul- 
tante P des forces appliquées au corps, coupera la ligne CO en un 
point K placé entre C et C , le sens de l’action de P étant tel que ses 
composantes prises, respectivement , dans la direction KC, et dans la 
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direction K S parallèle à B C et li' C , tendent à faire presser le corps 
contre la ligne A E et contre lu ligne A i j la force P pouvant, d'ail- 
leurs, avoir une intensité quelconque. 

Toute force, agissant sur le corps M, dont la ligne de direction ne 
passera pas entre C et C , ou séparera le corps, soit des deux lignes 
A E et AF, soit de l’une d'entr’elles, ou le fera glisser sur le |>oint de 
contact D et sur l’un des deux autres. 

541. Lorsque le glissement, sur le point de contact D et sur l’un des 
deux autres , sera le seul dérangement que le corps puisse éprouver, le 
mouvement initial de ce corps lui fera décrire un angle infiniment petit 
autour du point C ou autour du point C , respectivement, suivant que 
les points qui glisseront seront D et B ou D et B'. Cette observation 
correspond à celle de l'art. 538 . 

542. i},' et étant les angles que forme la direction de P avec A E 

. P COS. ^ 

et AF, la pression en D, normale sur A E, est égale à — — —A — , 

sin. (ié, + vf ) 

la pression normale sur B B' ayant pour valeur — _^ c ° s - __ 

543 . Cette dernière force est dirigée suivant une perpendiculaire à AF, 
et je remarque que le point «te r ew e otttrr de la direction de cette per- 
pendiculaire avec la ligne B B' est entièrement déterminé; en effet la 

• 1 ° cos. tL , „ 

première composante de ” ’ norma ‘ c sur A E , exerçant 

son action au seul point D par lequel le corps M est en contact avec 
A E, la direction DK et son point K de rencontre avec la direction B Q 
de P, sont donnés; ce point K est donc nécessairement un des points de 
la direction de la seconde composante , et comme A d’est perpendicu- 
laire sur BB' , la position du point de rencontre de A d 1 et de B B' est, 
comme je l’ai dit, entièrement déterminée. On arriverait au même ré- 
sultat par la décomposition de la force P en deux forces parallèles , 
appliquées aux points C et C. 

544. Il suit de cette observation que les pressions absolues de B et 
B' sont aussi données. Pour avoir leurs expressions analytiques, on fera 
B B' = a, BS— b et on trouvera aisément, art. 220, les valeurs sui- 
vantes des pressions normales en B et B , qui sont, avec la pression en D, 
les composantes de P. 
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Pression en D - 



P cos. 

sin, (\t, -f ^') 



Pression en B = 




P cos. \J>' 
sin. (^,-f ^') 



Pression en B' — 



b 

a 



P cos. il' 
sin. ( \l, + i') 



540. Je prends, pour dernier cas d’examen, celui où on suppose que 
le corps M touche chacun des deux plans AE et A F en deux points ; 
je me borne, pour abréger, à la combinaison des positions respectives 
des points de contact représentées par la figure 22, dans laquelle les 
lignes DB et D' B' qui joignent les deux points les plus voisins et les 
deux points les plus éloignés du point A , faisant , du côté de ce sommet 
A j des angles aigus avec l’une et l’autre des lignes A E et AF, les inter- 
sections C et C" se trouvent dans l’angle RAF. Les élèves appliqueront 
aisément ce que je dirai , dans cette hypothèse, à toutes les combinaisons 
possibles des positions des points de contact ; et ce que je dis ici du cas 
auquel se rapporte la fig. 22 , doit s'entendre de ceux que j’ai traité depuis 
l’art. 537. 

Je mène par les points de contact D ' , D , B , B' , des normales à 
'g- as A E et A F et j’ai les intersections C et V par lesquelles je fais passer 
une droite S C' C L s ensuite P étant, comme ci-dessus, la résultante 
de toutes les forces appliquées au corps, et agissant dans le sens BQ, 
j'observe que si sa direction passait entre les points C* et L, le corps 
prendrait un mouvement initial de rotation, dans le sens B' BDD' , au- 
tour du centre C' , et que ce mouvement initial aurait lieu dans le sens 
D' D B B' autour du centre C dans le cas où la direction de la force 
passerait entre les points C" et S. L’équilibre ne peut donc avoir lieu 
dans aucun de ces deux cas , mais lorsque la direction de la force P pas- 
sera entre C et C , le corps 11e pourra prendre aucun mouvement initial 
et l’équilibre sera assuré si, toutefois chacune des deux composantes de 
P, perpendiculaire >i A E ou à AF, tend à presser le corps contre celle 
de ces deux lignes à laquelle elle est perpendiculaire. 

546. Je décompose la force P dirigée suivant BQ en deux forces qui 
lui sont parallèles, respect ivemenl appliquées aux points C et C". Les va- 
leurs de ces composantes étant déterminées , les pressions normales en 



/ 
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D, V, B j B' le sont aussi. Soient O C — a , C"K 

a — b .. 



a53 

b j on aura 



Composante en C" = 
Composante en C' = 



b 

a 



et les valeurs des pressions des points de contact seront 



Pression en D = 



Pression en D“ — 



Pression en B 



Pression en B' — 



cos. \p, 



a 


sin. (ip, + >£') 


a — b 


cos. \l, 


a 


Sin. + 1^') 


a — b 


COS. 


a 


sin. (vt, + tf') 


a 


cos. 



547. Des points C et C" , comme centres , décrivons des cercles 
tangents à la direction I( K Ç de la force P j si on applique tangentiel- 
lement h l’un de ces cercles, une seconde force égale à P et qui ait, par 
rapport au centre de ce cercle , un moment dont le signe ne soit pas le 
même que celui de la première force JP par rapport «u même centre, le 
corps sera prêt à prendre un mouvement initial de rotation et le prendra 
effectivement , si on augmente de la plus petite quantité possible la se- 
conde force P. La stabilité de l’équilibre par rapport à chacun des 
points C et C" est proportionnelle au produit de la première force P 
par le rayon du cercle dont ce point est le centre; et si on veut rapporter 
exclusivement cette stabilité no cas le plus défavorable pour le main- 
tien de l’équilibre, il faut lui donner pour mesure le produit de la force 
P par le plus petit des rayons des cercles qui ont C et C" pour centres. 

548. La stabilité de l’équilibre, considérée sous ce point de vue, a 
dans l’hypothèse où les conditions de l’équilibre ci -dessus établies sont 
satisfaites, un minimum de valeur, qui est zéro et qui a lieu lorsque la 
direction de P passe par un des points C' ou C" , et un maximum de 
valeur qui a lieu lorsque la direction de P passe par le point milieu de 
la droite C C . 

549. Tout ce que je viens de dire , dans le cas où le corps est en- 
contact , par deux points, avec chacun des plans AE et AF, s’applique. 
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avec les modifications convenables aux cas où les points de contacts 
seraient en nombre quelconque fini ou infini , et par conséquent à 
celui où le plan matériel M toucherait les plans A E et A /• sur deux 
lignes; mais il est essentiel d’observer que , lorsqu’il y a plus de deux 
points de contact sur un des plans, les pressions de chaque point , sur 
ce plan, ne peuvent plus, en général, se déduire des principes d’équi- 
libre démontrés précédemment, (je parlerai bientôt de la théorie à la- 
quelle le cas qui se présente ici est lié) et on a seulement, la somme 

1 , , , P cos 4, . . . „ , 

de ces pressions , égalé a — : — > , >T r— sur le plan A h- et a 

r ° . sm. ( té, + 4 ) 1 



p cos. i y 
sin. (4, + 4') 



sur le plan A F , 4 , et 4 ' ayant la même signification 



que ci-dessus. 



Condition générale de l’équilibre d’un corps pesant , posé sur un plan horizon- 
tal; pressions des appuis lorsque le corps est soutenu sur deux ou trois points. 
Description et usage d’un nouvel instrument à peser. Considérations sur les 
pressions des appuis , lorsque le corps est soutenu par un nombre quelconque 
de points; théorie d’Eu ifr. 



55o. Un corps pesant, posé sur un plan horizontal immobile , est en 
contact avec ce plan , ou par des points isolés , ott par des lignes , ou 
par des surfaces. Je suppose que le contact ait lieu par des points, et 
je décris un polygone fermé, en traçant une première ligne droite par 
deux des points de contact que j’appelle A cl fi , tellement placés que 
tous les autres points de contact sc trouvent d’un même coté par rap- 
port à cette ligne, en menant ensuite une seconde droite qui remplisse la 
même condition par rapport au point B et à un troisième point de 
contact C , et ainsi de suite , jusqu’à ce que je sois revenu au point A. 

La condition unique d’équilibre du corps pesant est que le point de 
rencontre de la verticale passant par son centre de gravité , et du plan 
qui supporte ce corps, tombe dans l’intérieur du périmètre du polygone 
ainsi tracé. Dès que cette condition sera satisfaite , l’équilibre aura lieu 
et réciproquement ; mais si le point de rencontre dont je viens de par- 
ler est extérieur au polygone , le corps prendra nécessairement un mou- 
vement initial de rotation autour d’un des côtés ou d’un des sommets 
d’angles du polygone. 
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55i. Le nombre des points de contacts ('■tant réduit à deux que je 
désigne par D et B, la verticale passant par le centre de gravité du corps 
devra, d’après les conditions que je viens d’assigner , tomber, entre ces 
deux points, sur la ligne droite menée de l’un à l’autre. Soit b la dis- 
tance du point DU celte verticale, a la longueur de la ligne DB , et P 
le poids du corps , les pressions des points D et B auront pour valeurs, 
art. 220, 

Pression du point D — — — — P 
b „ 



Pression du point B — 

502 . Tl est bon de voir comment ces résultats peuvent se déduire des for- 
mules données art. 539; j e f*' s P 3 ^ 1, la direction BÇ (fig. 20) de la force 

Û 2 d ) 2 

P par lesommet^et les valeurs — jy— P — rr 5 — -r-Pc.-J/', 

1 n,? + r( 



des pressions normales respectives sur Z? et B, deviennent - 



es, 



et 






P j si on suppose que l’angle RAF augmente jusqu’à 



. .a f> rf 

devenir égal à deux angtes ürults,' les rapport , —y - , varie- 

ront en s’approchant continuellement du rapport d’égalité, limite qu’ils 
atteindront lorsque EA F sera égal à deux angles droits; on aura donc 
dans cet état extrême. 



Pression en D — ■ 



Pression en B — 



S’ + S, 

ÿ 



s'+s, 

formules qui s'accordent avec celle de l’article précédent en observant 
que , dans l’hypothèse d’après laquelle je raisonne, UC , BC et AC 
deviennent des lignes parallèles , les deux droites EA et FA n’en 
formant plus qu’une seule, et que £ , (■,, et £* + représentent res- 
pectivement b , a — b , et a. 

553 . Si on suppose art. 544 et fig. 21 que l’angle formé par la ligne 
AV et par la direction B Q de la force P , est un angle droit, on aura 
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cos. tê, = o , cos. \p' = sin. ( 1 p'+iï/') ; la pression , sur le plan A T) , 
sera nulle , la pression sur le plan A F deviendra égale à P , et les pres- 
sions particulières des points H et B' auront pour valeurs respectives 




Ces résultats laissent l’angle t^' formé par AE et par la direction de 
la force P entièrement arbitraire, c’est-à-dire que, quelque soit cet 
angle, les pressions en 1) , B et B' resteront les mêmes; si on le fait 
égal à un angle droit, les points E, A et B seront sur une même 
droite ; supposant alors que P est le poids du corps M } A F une hori- 
zontale et K 6 la verticale passant par le centre de gravité de M , on 
aura le cas d’un corps pesant porté sur trois points D , B et B' d’une 
droite horizontale ü B B' et , d’après les formules de l’art, cité, les deux 
appuis ou points de contact B et B' entre lesquels passe la verticale 
menée par le centre de gravité du corps, devraient se partager le poids 
entier de ce corps , sans que le point D eut rien à supporter. 

554 . En introduisant, dans les mêmes formules de l’art. 544 , fig. 21 ,’ 
l’hypothèse de ij/' — un» angle droit , supposant ensuite que P est le 
poids du corps M, AE une horizontale, KD la verticale passant par 
le centre de gravité de M , et faisant l’angle '1, j qui demeure arbi- 
traire , égal à un angle droit, on a le cas d’un corps pesant porté par 
trois points B' , B , D d’une ligne horizontale B' B A D , l’un desquels 
(le point D) appartient à la verticale passant par le centre de gravité 
du corps, et on trouve que ce point ü soutient le corps entier, les pres- 
sions des points B et B' étant nulles, résultats qui sont les conséquences 
des valeurs \1' — o, sin. (^,- 4 -■£') = cos. h 

555. Soit G la projection du centre de gravité du corps pesant M , sur 
un plan horizontal qui supporte ce corps par les trois points A , B , et 
C. Nommons P le poids du corps M , IP , II" et UT" , respective- 
ment , les pressions que supportent les points A , B et C. La première 
condition de l’équilibre est art. 55o que le point G soit dans l’intérieur 

Fig. s3 du périmètre du triangle AB C. 

On a ensuite (art. îBa.) pour calculer les trois pressions IF, II" , II" , 
trois équations, savoir; IP + II" + IP" = G , et deux équations des 
moments (art. i5y) par rapport à deux axes rectangulaires tracés dans 
le plan du triangle ABC. Mais on peut remplacer ces équations par 

trois 
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«rois autres qui expriment que le moment du poids P , par rapport k 
chacun des côtés du triangle ABC, est égal k la somme des moments 
des pressions par rapport au même côté, somme qui se réduit au mo- 
ment de la pression exercée au sommet opposé a ce côté. En résol- 
vant ainsi le problème et observant que les triangles qui ont même base 
sont entr’eux comme leurs hauteurs , on arrive à une solution élégante 
et simple. 

Du point G je mène les droites G A ,G B ,GC, j’abaisse des sommets 
d’angles A , B , C, les perpendiculaires AS , BT et C B sur les côtés 
opposés à ces sommets, et enfin du point G les perpendiculaires GH, 
GK et GL sur les mêmes côtés. 

Les moments du poids et des pressions, par rapport k chaque côté, 
donnent les équations 



G K 

y P = 

AS * 


aire B CG 
aire AB C 


X P 


GL 


aire A CG 


I 

X P 


BT * 


aire A BQ 




G II 

en xp — 


aire ABG 
aire ABC 


x P 



P X G K — JJ' X AS, d’où II' = 

P xGL—II" xBT, d’o Ù/Z" = 

P x GII= IT" x CR, d’où IT" — 

On peut remarquer que la somme des expressions qui contiennent les 
produits de P par les rapports des aires, redonne immédiatement la 
quantité P , qui doit être égale k IT + II" + II'". 

556 . Le résultat très-simple de cette solution est qu'en représentant 
le poids P par l'aire du triangle A B C, la pression qui s’exerce k chacun 
des points A, Bel C est représentée par celui des triangles partiels 
B CG, A CG et ABG qui a pour base le côté opposé k ce point. 

667. J’ai fait construire uhc machine k peser, fort simple, et dont la 
propriété est fondée sur l’égalité IT + II" + U"' = P. Cette machine 
est composée d’un plateau horizontal, de bois, dont la forme est arbi- 
traire; on peut le faire circulaire ou triangulaire , et il est convenable, 
pour les usages auxquels il est propre , que son étendue soit telle qu’on 
puisse y tracer un triangle équilatéral d'un mètre, au moins, de côté. 
Ce plateau est traversé , en trois de ses points , par autant de tiges dé 
fer cylindriques , de 3 ou 4 millimètres de rayon ; ces tiges , taraudées 
et vissées dans l’épaisseur du plateau , sont , k leurs extrémités infé- 
rieures , acérées et terminées en pointes ; leurs extrémités supérieures 
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sont des anneaux verticaux dont les centres se trouvent dans les prolon- 
gements des axes des tiges. Les distances entre ces trois tiges sont arbi- 
traires, on peut les placer aux sommets des angles d'un triangle équila- 
téral de 10 à 11 décimètres de côté. 

Lorsqu'on veut se servir de cette machine pour peser, on l’établit sur 
un plan horizontal , en ayant soin que les pointes de fer portent sur des 
pierres dures ou sur des plaques de métal ; on place le corps h peser sur le 
plateau , et , avec une balance romaine , ou encore mieux avec un peson 
à ressort , on mesure la pression supportée par chacun des trois points 
d’appui , en soulevant ce point d’appui d’une très-petite quantité; lors- 
que le poids est considérable, on adapte le peson à ressort à un petit le- 
vier à bascule. La somme des trois pressions, évaluées en unité de poids, 
diminuée du poids connu de la machine à peser , donne le poids du 
corps posé sur le plateau. 

Cette machine, d’un usage commode, a d’abord l’avantage de pouvoir 
peser des masses à-peu-près triples de celles que le peson à ressort est 
capable de supporter, ensorte que si ce peson indiquait i5o kilogrammes, 
sur son cadran, on pourrait charger la machine ( en supposant que son 
poids propre est de ib à ôo kilogrammes ) de 400 à 45 o kilogrammes; 
ses autres avantages consistent dans la facilité qu’elle donne de peser 
des corps dont la suspension serait embarassanle, si on voulait employer 
d'autres balances, tels que des tonneaux de liquides, des grains, des 
animaux etc. Sous ces divers points de vue l’instrument dont je parle 
doit être commode et utile aux agriculteurs. J’en ai déposé un modèle 
dans la cabinet de la collection des machines de la Société d'encoura- 
gement. 

558. Je reviens à la théorie générale des pressions des points d'appuis 
d’un corps pesant, posé sur un plan horizontal , et considérant d’abord 
le cas de trois points, j’observe que si ces points sont en ligne droite, 
les formules de l’art. 555 donnent la valeur £ pour chacune des pressions 
TI' , II" , IT" } on se rend aisément raison de ce résultat , en faisant 
attention que si le triangle A RC , fig. a3, dégénérait en ligne droite , 
et que les points C et G tombassent, par exemple, en R et II, les aires 
ABC, B CG, A CG et A B G qui représentent , respectivement , art. 
cité, le poids P, et les pressions II' , II" , II"' , s’évanouiraient toutes 
ensemble, et qu’on aurait ainsi £ pour l’expression commune de leurs 
rapports. 
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559 . Si , sans faire aucune hypothèse sur la forme du triangle ABC, 
on suppose seulement que la verticale passant par le centre de gravité 
G tombe sur le côté AB, en G', par exemple, dès-lors, d’après le 
théorème de l’art. 556 la pression du point C devient nulle et les pres- 
sions en A cl B sont entr’elles dans le rapport de l’aire CG' B à l’aire 
CG' A , ou dans le rapport de G' B à G' A , résultat conforme à ce qui 
a été démontré art. 220 mais la position du centre de gravité du corps 
étant absolument indépendante de celle de l’appui C, on peut, la dis- 
tance AG' demeurant constante, placer l'appui C oit on voudra, et les 
pressions , tant absolues que relatives, en A et B, ne changeront pas, 
quelque petite que soit la distance du point C à la ligne AB, ce qui 
permet de supposer cette distance évanescente ; et cette conclusion est 
encore d’accord avec celle de l’art. 553. 

560. La verticale, passant par le centre de gravité, peut tomber sur 
un des points d'appui, le point A, par exemple, et d’après le théorème 
de l’art. 55 6 les pressions des points B et C sont nulles, et le point A 
supporte le poids entier du corps. Or cette conséquence du théorème 
cité , étant comme celle de l’art, précédent , absolument indépendante 
delà position du point C, par rapport aux points^ et B, ou, si on veut, 
de la jiosition du point B par rapport aux points A et C, on peut en- 
core supposer que le triangle ABC diffère infiniment peu de la ligne 
droite , sans avoir de modification à faire à la conséquence dont je viens 
de parler. 

56 1 . 11 est un cas où celui des trois appuis A' , A" et A'" , placés Fig. M 
en ligne droite , qui répond verticalement au centre de gravité , sup- 
porte évidemment le poids entier du corps, c’est lorsque cet appui oc- 
cupe une des positions extrêmes A' ou A'" j soit ÇA' S la verticale pas- 
sant par le centre de gravité, le corps étant en équilibre autour de l’ap- 
pui A', toute force , quelque petite quelle soit , agissant de bas en haut 

sur un pqint K du corps , à une distance horizontale finie de A’ , 
soulèvera nécessairement ce point K, donc l’appui A est le seul qui op- 
pose de la résistance à une force verticale appliquée au corps de bas en 
haut, donc il n'y a aucune pression sous les appuis A" et A'". 

56a. Le problème général de la détermination des pressions qu’é- 
prouve chacun des points de contact d’un plan horizontal et d’un 
corps pesant supporté par ce plan , a occupé des géomètres célèbres ; 
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il offre un genre d'indétermination singulier et remarquable dans une 

science exacte. 

Le plan et le corps étant supposés incompressibles , les données du 
problème sont le poids de ce corps, la position de son centre de gravité, 
et les positions particulières de chacun des points de contact par lesquels 
il s’appuie sur le plan; or , pour déterminer les pressions de ces points, 
quelque soit leur nombre , on n’a , d’après les principes connus de la 
statique, que trois équations, savoir: 

2(II)=Pj Z(IIx)=,aPj Z (TIy) = hP 
P étant le poids du corps. Il la pression sur l'un quelconque des points 
d’appui, dont x etjy sont les coordonnées, a et b les coordonnées, res- 
pectivement parallèles aux x et aux j-, du point où la verticale, passant 
par le centre de gravité du corps , rencontre le plan qui supporte ce 
corps. Ainsi , le problème est déterminé pour trois points qui ne sont 
pas en ligne droite , mais dès que le nombre des points de contact ex- 
cède trois, on a plus d’inconnues que d'équations. 

563. Pour concevoir nettement en quoi consiste l’indétermination de 
)a question , et pour juger jusqu'à quel point elle tient à la nature même 
de cette question, considérons que lorsqu’un corps est porté, par un plan 
horizontal, sur un nombre quelconque de points d’appui ou de contact, 
on peut, sans rien changer aux positions de ces points ni à leurs pressions, 
obtenir un nombre indéfini d’autres points qui se trouveront , comme les 
premiers, dans le plan horizontal , sans produire aucune pression sur ce 
plan. Parmi les divers moyens de se procuier ces points de contact, on 
en peut citer un fort simple , qui consiste à adapter au corps des vis 
verticales qui le pénètrent de part en part , et dont les pointes inférieures 
peuvent être approchées du |>lan horizontal de manière à le toucher sans 
le presser (et en supposant qu’on produisit une pression , comme elle 
serait arbitraire dans certaines limites, l’indétermination dont je parle 
n’en subsisterait pas moins ). Or celui qui cherchant les pressions des 
points de contact d’un corps ainsi disposé, ignorerait qu’il y a plusieurs 
de ces points auxquels on a donné une pression arbitraire ou nulle , 
n’aurait aucun moyen de faire entrer en considération ce qui tient à 
cette circonstance inconnue; le poids du corps, la position de son centre 
de gravité, le nombre et les positions de ses points de contact , seraient 
scs seules données , et dans tout cela , rien ne peut faire* découvrir des 
pressions réglées arbitrairement. 
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Voila donc un problème qu’ou sait être déterminé dans chaque cas 
particulier , et dont la solution se présente généralement sous une forme 
indéterminée, sans qu’on puisse, conformément aux règles de l'analyse 
indéterminée ordinaire , considérer comme admissibles les valeurs qui 
vérifient les équations auxquelles on parvient. 

11 semblerait que la condition du contact n’est, pour un point consi- 
déré isolément , liée k celle d’aucune pression particulière, peut même 
avoir lieu sans qu’il y ait de pression et qu'ainsi on est , par la nature 
même de la chose , privé des données suffisantes. 

664. Le célèbre Euler a cherché à lever ou à éluder ces difficultés 
dans un mémoire curieux qui a pour titre De prcssionc ponileris in 
planunt cui incunibir. (Mémoires de l'académie de Pétersbourg , novi 
commentarii etc. tome 18). 11 pose en principe que si les appuis sur 
lesquels le corps pesant est porté par le plan horizontal, pouvaient s’en- 
foncer dans ce plan, dont la résistance est censée uniforme, chaque point 
de contact y pénétrerait h une profondeur proportionnelle à la pression 
qu’il exerce sur le plan. Or le corps étant de forme invariable , et les 
points de contact étant, par l’état de la question , dans un même plan 
avant leur enfoncement, seront, aptes cet enfoncement , dans un autre 
plan , dont l’équation , en prenant les x cl les y sur le premier plan , 
aura la forme, 

H = A ■+■ Bx + Cjr 

A , 2 ? et C étant des coefficients constants, et //désignant l'enfoncement 
du point de contact qui a x ex. y pour coordonnées ; mais comme cet 
enfoncement est, par hypothèse, proportionnel h la pression qui s’exerce 
au tnéme point , Tl peut représenter cette pression. 

565 . J’observe , d’abord , que la théorie d’Euler ne suppose pas, né- 
cessairement , que les appuis du corps forment des empreintes effectives 
dans le plan horizontal qui supporte ce corps ; on peut regarder cette 
hypothèse de pénétration comme un artifice de raisonnement pour ar- 
river à une équation qui contienne une relation générale entre les pres- 
sions des points de contact ; et si on veut considérer le corps et le plan 
horizontal , qui le supporte , comme parfaitement durs et incompres- 
sibles , on obtiendra l’équation ci-dessus en posant en princij>e que 
des lignes verticales élevées aux différents points de contact, et dont les 
longueurs sont proportionnelles aux pressions respectives qui s’excrceul 
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à cps points, ont leurs sommets dans un même plan; d’après cette ma- 
nière d’envisager les choses , les pressions II seront représentées par 
des verticales élevées au-dessus du plan horizontal , et comme toutes ces 
pressions ont lieu dans le même sens , toutes les valeurs de U , appli- 
cables à la question qui nous occupe , devront avoir le même signe 
que je suppose être le signe positif. 

566. Les principes posés dans les deux articles précédents étant 
admis, l’indétermination singulière dont j’ai parlé art. 563 est entiè- 
rement levée; l’évaluation des pressions de touts les points de contact 
ne dépend plus que de celle des coefficients A , B et C de l’équation 
de l’art. 564, et on a pour cette évaluation les trois équations de l’art. 
£.53 desquelles on déduit immédiatement 2(11) — P , 2 (IIx) — aP , 
2 (Py)=-hP , et, par suite, les points de contacts étant en nombre/» , 

nA + B 2 (x) + C 2 (y) = P 
nA2(x)+B2(x*) + C2(xy) = aP 
nA2(y)+B2(ry) + C2(y>)=ÙP 
les lettres B et P, de l’article cité, sont représentées ici par P et II , 
a et b étant les coordonnées, respectivement parallèles aux x et y, du 
point de rencontre du plan xy et de la verticale menée par le centre 
de gravité du corps. 

Les valeurs de A , B et C tirées de ces trois équations seront substi- 
tuées dans celle de l’art. 564 et en introduisant, dans cette dernière, 
les valeurs particulières des coordonnées de chaque point de contact, 
on aura la pression qui s’exerce à ce point. 

567. Lorsque le corps pesant est en contact avec le plan horizontal, 
par une surface continue, les sommes désignées par 2 , dans les équa- 
tions de l’article précédent, deviennent des intégrales définies doubles , 
prises dans l’étcntlue entière de la surface de contact , et on a , pour ce 
cas, en observant que la pression, sur l’élément difTerentio-difTércntiel 
dx dy , est en même temps proportionelle a l’ordonnée II et à l’aire 
de cet élément, 

A ff dx dy + B ff x dx dy + C ff y dx dy = P 
Affxdx dy -f B ffx*dx dy + C ffxydxdy — aP- 
Affydxdy + Bffxydxdy + C ff y % dx dy — b P 
équations qui donneront, comme les précédentes, les valeurs de A , B ef 
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C, lorsque les valeurs déterminées des intégrales définies seront connues. 

568 . Je renvoie au mémoire pour les applications de ces équations à 
divers exemples, et je me bornerai à l’examen du cas de trois points 
d’appui en ligne droite , dont il a déjà é'té question précédemment. On 
a, pour ce cas particulier, dont Euler n'a pas parlé, 

II— A + Bx 



IIH' e st la ligne horizontale qui supporte le corps, l'origine des xest Fig. 14 
en A' , N 2 ’G’ est la verticale passant par le centre de gravité du corps; 

A' A” =-x, } A' A'" —x„ , A' T=a\ et on trouve art. 564 et 566 , 
en ne conservant que les coefficients A et B , 



Pression en A' = 77' = 



■t„» — a (x, 4- t„) + r.» 
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Pression en A" — IT' = 



x ll * + a{i.r l —T„) — T l x l , 
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Pression en A'" = IT" — 
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569. Ces équations doivent être applicables à une position quel- 
conque de la projection T du centre de gravité entre les points A' et 
A'" j si on suppose que cette projection tombe à l’origine A' , ou que 
la verticale Q A' S renferme te centre de gravité, la distance A' F —a 
sera nulle et les équations de l’art, précédent deviendront 



Pression en A' — TI' 



Pression en A" — TP' 



Pression en A"' — IT" 
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Ces valeurs satisfont aux conditions générales, Jl' + II" + H'" = P , 
et ll"x,+ IT" x„ — o, mais elles devraient donner les valeurs parti- 
culières 77 ' = P , TI" = 0, IT" — o , telles qu’on les a eues art. 554 
en les déduisant de la théorie exposée art. 537 et suivants; ces valeurs, 
ainsi que je l’ai observe art. 56 i , sont évidemment les seules admis- 
sibles (puisqu’un effort vertical, aussi petit qu’on voudra, qui s’exerce- 
rait de bas en haut, au point A" ou au point A'" 3 soulèverait le corp» 
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en le faisant tourner autour du point A') et cependant on ne les ob- 
tient , par les équations précédentes , qu’en supposant x, — x„ , ou en 
réduisant les trois appuis à deux. 

S70. J’observerai de plus, que la pression en A'" est négative, c’est- 
à-dire s’exerce de bas en haut, car on a d’où x n x,>. x, 3 et 

cette valeur négative est encore incompatible avec l’état réel des choses, 
qui ne peut rendre d'autres pressions admissibles, que celles qui s’exercent 
de haut en bas. 

Je crois devoir, en terminant ce que j'ai à dire sur cette matière, 
dans la première partie de mon cours , citer M. Servois professeur de 
Mathématiques de l’École d’artillerie de la Garde Impériale, à la Fere, 
qui a adressé à l’Institut de France , il y a environ un an, un mémoire 
inédit , dans lequel il déduit , d’une manière fort ingénieuse, des prin- 
cipes de la communication du mouvement entre les corps , la détermi- 
nation des pressions exercées sur des appuis fixes , par des puissances 
quelconques ; sa solution est fondée sur une théorie qui sera démontrée 
dans la deuxième partie du cours. 

Définition du coin , conditions de son équilibre, comment cet équilibre sa- 
tisfait au principe des vitirses virtuelles J application à la statique des 
voûtes. 

Fig. aj 57 t. AB et AC étant deux lignes égales , le prisme droit qui a le 
triangle ABC pour base , prend , quand il est employé aux usages mé- 
caniques dont je vais parler , le nom de coin. 

572. Le coin sert en général à séparer deux corps ou deux parties 
d’un même corps lorsque cette séparation exige un certain efTort ; on 
introduit ses faces A Cet Ali entre les points ou les surfaces qu’on veut 
écarter l’une de l’autre, et on frappe ou on presse la tête CB dans le 
sens DA. Cette machine, une des plus simples, est , en même temps une 
de celles dont nos besoins nous rappellent le plus souvent la nécessité ; 
on la voit, sous des formes diverses, employée à une infinité d’usages. 
Tous les outils tranchants et instrument pointus , tels que le coin à 
fendre du bois, les couteaux, rasoirs, haches, rabots, dons, pieux, 
pilotis etc., se rapportent à cette machine. Ixs moyens qu’on employé 
en bien des occasions, surtout dans la fabrique des Meules , pour di- 
viser des blocs de pierre, en insinuant, dans des fentes, des cales de 

bois 
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bois qu’on fait gonfler en les arrosant, ceux dont on s’est servi quelque 
fois pour soulever des masses , en mouillant les cordes sèches qui les 
soutenaient , en sont encore des dépendances. 

Le même instrument est employé, par la nature, dans un nombre in- 
fini de ses opérations, et elle l'a sur-tout multiplié dans l’économie ani- 
male; les becs, les cornes, les dents, les griffes, peuvent être regardés 
comme des coins, et on sait de quelles ressources ils sont aux animaux , 
pour leur existence alimentaire, pour l’attaque, la défense etc. 

5y3. La théorie physico-mathématique du coin est sujette à de grandes 
incertitudes par le défaut de données suffisantes sur les lois auxquelles 
sont soumises les résistances qu’on a à vaincre avec cette machine ; mais 
si on regarde ces résistances comme connues, d’une manière quelconque, 
en intensités et en directions , les conditions de l’équilibre de la ma- 
chine sont des conséquences on ne peut pas plus simples de la théorie 
exposée depuis l’art. 53y jusqu'à l’art. 549 . 

Supposons que le coin ABC soit destiné à séparer les points K et K' 
du corps C U }P LG , et qu’une puissance P agissant perpendiculaire- 
ment à sa tête CB , dans le sens DA, soit en équilibre avec les résis- 
tances des points A et K' également distants du sommet A j les condi- 
tions AK — AK' , et angle CAD — angle B AD supposent déjà que ces 
résistances sont égale» entr’ellea, et m il désigne l’intensité de l’une ou 
de l'autre, prise dans la direction Kl ou K' I perpendiculaire à AC ou 
AB , on verra fort aisément que les résultats consignés dans l’art. 53ç, et 
appliqués au cas dont il s’agit ici, donnent, en faisant angle CAD = if/j 

. j-r P COS. Ip 
équation JJ = — — - — , ou 
sin. (aié) 



s sin. p 



c'est d’ailleurs ce qui se déduirait immédiatement de la décomposition de 
la force P en deux forces dirigées suivant IK et IK' , I étant un des points 
de la d irection de P qui peut être considéré comme son point d’application. 

574 , Ainsi il y aura équilibre entre la force P agissant suivant DA 
et deux forces H , normales sur AC et AB , appliquées à des points 
K et A' également distants du sommet ou arête A , et ayant chacune 



pour valeur 



P 

a sin. p/ 
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i AI AH 



l sin. ih 

et par conséquent Il — 
P . Il 



2.1 K 
AH 



CH 
. P , d’où 



CH 

:: CH : AB 

c’est le théorème, donné dans tous les ouvrages élémentaires, sur l’équi- 
libre du coin. 

576. J’ai supposé , pour rendre les résultats immédiatement appli- 
cables aux cas usuels , que le profil A HC était un triangle isocèle', et 
que la direction de la puissance P passait par le milieu de la ligne 
CB et par le sommet A ; mais si on voulait raisonner sur Pt’quilibre 
du coin, d’une manière plus générale , relativement h sa forme et h la 
direction de la puissance qui lui est appliquée, on arriverait aux mêmes 
relations entre la puissance P et les pressions normales aux points de 
contact, trouvées art. 537 ct suivants. Dans les articles cités, des points 
de contact mobiles exerçaient des pressions sur des surfaces immobiles; 
ici on a fi traiter le cas inverse , mais la marche du raisonnement et 
les résultats analytiques sont les mêmes dans l’un et l’autre cas. 

Fig. x6 676. En conservant, quant au coin ABC et b la force qui lui est ap- 
pliquée, les hypothèses de l’art. 5 y 3 , supposons que ce coin est em- 
ployé à séparer deux corps Q et (P posés sur un plan immobile H If' 
parallèle au plan CB, et dont les profils transversaux, sont les paral- 
lélogrammes rectangles a e K d et a’ e' K 1 d , les points de contact 
K et K' étant, comme li l’art, cité, à égales distances du sommet A, 
et cherchons la valeur commune de deux puissances égales qui appli- 
quées en K et K' parallèlement à If H' et à CB, ou perpendiculaire- 
ment k A I), feraient équilibre k la force P. 

La composante de P, normale à A C et agissant en K , qui a j»ur 

p 

valeur . r , étant elle-même décomposée en deux forces, l’une pa- 

* sin. v 

rallèle et l’autre perpendiculaire à H II' , on a une première force 

P P 

■ — : r- X ccs. CAD ou agissant dans le sens Ke , et 

* sin. ÿ 2 long, v 

p 

une seconde force — . — x sin. CAD ou l P agissant dans le sens 
2 sin. y 0 

K d. Cette dernière est détruite par la résistance du plan II W : donc 
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une force : , agissant dans le sens cK , contrebalancera l'effort 

s tang. y}/ ° 

que P exerce sur le corps Q; et une force égale, appliquée en K' dans 
le sens e’ K’, contrebalancera l’effort que le corps (/ a à soutenir. 

En résumé le système des trois corps ARC , Q et (Y sera en équilibre 
si , appliquant une force P au premier corps, dans la direction et dans 

p 

le sens DA, on applique aux corps Ç et Q/ des forces égales — — , 

dans les directions respectives et dans les sens eK et e' K'. Désignant 
par O l’une ou l’autre de ces deux forces on a 

= ~7 

2 tang. 

577. Imaginons que chacun des systèmes représenté par les figures 
20 et 36 , éprouve un dérangement qui fasse parrourir au point J de 
concours des directions des forces en équilibre appliquées au coin ARC 
un espace fini égal à li , dans le sens de la ligne DAj menant les pa- 
rallèles ik et ik' k AC v t A R et formant les triangles rectangles l/d, 
lk' i dont les angles droits sont en k et h' , fig. s 5 , et en 1 , fig. 26 , 
les espaces parcourus par le point 1 et par les points K et K', dans des 
directions parallèles aux forces P et H, fig. 25 , ou P et & , fig. 2 6, 
seront, respectivement, égaux à TV, Ik et lk' ; le théorème de l’art. 85 
donne , en avant égard aux sens des actions de ces forces , 

Figure a 5 PxH — 2U x lk = o 

Figure 26 P x l‘~ 26 x lk = o 

Ji P 

Parla première équation, 17 — — ~rr~ X P ■ 



Parla seconde équation, < 9 = 



2 lk 
Ii 
2 lk 



xP- 



2 sin. \J/ 
îjPcotang. \k- 



2 tang. tk ’ 



et on déduit ainsi du principe des vitesses virtuelles les mêmes condi- 
tions d’équilibre que celles qui ont été trouvées art. 5 7 3 et 5 76. 

5 7 8 . Je me restreins , pour abréger , aux notions les plus élémen- 
taires sur l’équilibre du coin, et je supprime, parle même motif, le* 
recherches relatives à l’équilibre d’un système de coins. J’ai traité cette 
matière , avec beaucoup de détail , dans le premier tome de mon archi- 
tec/ure hydraulique. , depuis l’art. 3 q 6 jusqu’à l’art. 3 7 ç , où j’ai donné 
une théorie complète de la statique des coûtes, contenant toutes les 
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explications nécessaires pour faciliter l’application des résultats analy- 
tiques à la pratique des constructions. Une des conséquences curieuses 
de cette théorie est le rapprochement, fait art. 377 de l’ouvrage cité, 
entre la courbure d'une voûte en berceau dont les voussoirs , sollicités 
par des forces quelconques , se font mutuellement équilibre , et celle 
d’une corde parfaitement flexible et inextensible retenue par ses extré- 
mités et sollicitée aussi , à chacun de ses points , par des forces quel- 
conques. Des marches de raisonnement et d'analyse très - différentes , 
dans l’un et l’autre cas , conduisent à la même équation d’équilibre. 

L'identité des résultats dont je viens de parler se conclut des consi- 
dérations générales précédemment exposées art. 5 oi et 5 14, et j’ai établi, 
dans ce dernier article, la distinction entre les deux espèces d'équilibre 
qu’offre le système des corps durs appuyés les uns contre les autres, et 
la courbe funiculaire. 

De la poulie simple cl de» systèmes de poulies j équilibre des forces appliquée* 
à ccs systèmes ; principe des vitesses virtuelles vérifié par cet équilibre. 

F‘g- 17 579. Imaginons un solide engendré par la révolution d’un parallélo- 

gramme rectangle abcd, autour de sa base i/r, le milieu du côté a b 
étant infléchi suivant la courbe aliyj ce solide aura la forme de la ma- 
chine simple appelléc poulie. La surface courbe engendrée par la courbe 
aSy , sur laquelle s’applique la corde, se nomment de la poulie. 

La poulie, dans les usages mécaniques auxquels on l'employe, tourne 
autour d’un axe AA' qui , dans certains cas est fixé à son centre , et dans 
d’autres cas, traverse cette poulie, sans faire corps avec elle, par un 
trou pratiqué à ce même centre. 

L’axe est supporté, soit par des appuis ou paliers fixes, soit par une 
pièce mobile qu’on appelle chape , (voyez fig. 28 et 29). Je n’insiste 
pas d’avantage sur ces notions qui sont familières aux élèves. 

Fig. 28 et 29 58 o. M' étant un poids dont une puissance M doit empêcher la des- 

cente par le moyen de la corde M DE M' , enroulée sur la poulie C , il 
est évident que le poids M' et l’effort exercé par M seront, dans le cas 
de l’équilibre, égaux entr’eux. La poulie ne sert ici qu’à produire ce 
qu’on appelle un renvoi de mouvement ; elle procure au moteur le 
moyen de prendre différentes directions dans un plan vertical perpen- 
diculaire à son axe. 
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58 1. M et M' sont, comme précédemment, la puissance motrice et ^'fi- 
la masse pesante (k laquelle on peut réunir le poids de la poulie et celui 
de sa chape) que cette puissance doit tenir en équilibre; la corde à l’ex- 
trémité de laquelle le moteur exerce son action , est attachée, par son 
autre extrémité , à un point fixe. 

Désignant par 1 , l’angle que forme la verticale avec le cordon auquel 
M est appliquée, on a, 

AI= i M' cos. e 

58 i. Si le cordon auquel le moteur est appliqué passe sur un point 
fixe , la poulie prendra une position facile k déterminer, ainsi que je l’ai 
fait voir en parlant du polygone funiculaire. 

583 . Le moteur .1/ exerce son action k l'extrémité d'une corde qui ”'8- 
passe sur un point fixe A et s’enroule sur la poulie t ; l’autre extrémité 

de cette corde est attachée au point fixe B. On a ainsi, un svstême de 
poulies 1 , 2, 3 , etc. sur lesquelles s’enroulent des cordes dont chacune 
est attachée, par un bout k la chape de la poulie précédente, et par son 
autre bout, k un point fixe C , I) , etc. un poids R , suspendu k la chape 
de la dernière poulie doit être tenu en équilibre par le moteur M. 

Soient n le nombre des poulies , Z, t", t"' , etc. , les tensions des 
cordons qui s’enroulent , respectivement , sur les poulies t , a r 3 , etc. , 
on aura, en désignant par 2e 1 , 2f", 2e"' , etc. les angles respectifs que 
forment entr’ellesles deux directions de chacun des cordons qui éprouvent 
les tensions t' , t" , t"', etc. 

t' = M 
t" = a t’ cos. e' 

S" =a.t" cos. e" 

/00 = cos. «(■»—«) 

7? = 2 <00 cos. f00 

584. On déduit de ces équations 



a" cos. f 7 cos. e" ... . cos. eW 

(*) et (»— O sont des numéros d’accentuation , et n un exposant. 

585 . La figure 32 se rapporte k un cas moins général que les précé- Fig 
dents , erlui où le système est disposé de manière que les cordons sont 
parallèles entr’eux; cette condition se trouve remplie lorsque la distance 
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horizontale entre le premier point fixe A et le deuxième point fixe H 
étant égale au diamètre de la poulie i , les distances horizontales entre 
B et C , entre C et D } etc. , sont, respectivement , égales au rayon de 
la poulie a, au rayon de la poulie 3 , etc. On a, dans ce cas 




Fig- 33, 3^ et 35. 586. La relation entre le poids /? dont on veut empêcher la descente 

et le moteur M , destiné h lui faire équilibre , est aisée h appercevoir 
dans les systèmes auxquels se rapportent les fig. 33, 34 et 35, qui re- 
présentent les combinaisons de poulies qu’on appelle des moufles. Chacun 
de ces systèmes, qu'on suppose disposé de manière que les cordons soient 
parallèles, se compose de deux parties, l’une supérieure qui est un as- 
semblage de poulies dont les axes sont toujours k la même distance ver- 
ticale du point fixe de suspension de tout le système, et l’autre inférieure 
à laquelle le poids est attaché , et qui peut s’élever ou s’abaisser. Cette 
partie inférieure est suspendue à la supérieure par autant de cordons 
qu’il y a de poulies dans l’une et l’autre , et ces cordons , qui forment 
les sous-divisions d’une même corde continue, parfaitement flexible, sont 
tous également tendus; ainsi n étant le nombre des poulies du svstème, 
et t la tension d’un des cordons , le poids R plus le poids de la partie 
inférieure du système de poulies, équivalent à nt; mais le moteur Af, 
appliqué it l’extrémité de la corde, n’avant à contrebalancer que la ten- 
sion de cette corde, fait, dans le cas de l’équilibre, un effort égal à 
d’où on conclut 




n 



587. On voit , par ce qui précède, que la poulie est une machine égale- 
ment remarquable et par sa simplicité et par ses propriétés mécaniques, 
aussi son usage est-il très-répandu, sur -tout dans la marine. Il est on ne 
peut pas plus facile de voir comment celte machine vérifie le principe 
des vitesses virtuelles, et, dans le cas du parallélisme des cordons, cette 
vérification a lieu pour des espaces finis , parcourus par les points d’ap- 
plication du moteur et de la résistance. En effet , dans le système repré- 
senté fig. 3î , l’espace vertical parcouru par chaque poulie est toujours 
moitié de l’espace correspondant parcouru par la poulie immédiatement 
Supérieure , et double de celui que parcourt la poulie immédiatement 
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inférieure , d'où on conclut , n étant le nombre des poulies , que les lignes 
décrites en même temps par les points d’application du moteur de la 
résistance , sont entr’elles dans le rapport de 2 ° : 1 . 

Dans le cas des systèmes représentés par les ligures 33, 34 et 35, si 
le poids H parcourt un espace vertical h , la longueur de chacun des n 
cordons variera de h , et la variation de la somme de ces longueurs , 
sera n h , égale <t l’allongement de la partie de corde comprise entre le 
point d’application du moteur et la première [xvulie , égale, par consé- 
quent, à la ligne décrite par ce point, la corde étant supposée toujours 
tendue; cette ligne est donc à la variation de hauteur du poids comme 
n: 1. » 

588. Étant donné un système quelconque sollicité par des forces dont 
les intensités et les directions sont aussi quelconques, on peut toujours 
concevoir une combinaison de moufles , adaptées à ce système , telle 
que d’autres forces feraient sur les points du système , par le moyen de 
ces moufles, en remplissant certaines conditions données , précisément 
le même effet que les premières forces auxquelles on pourrait les subs- 
tituer. L’auteur de la Mécanique analytique a donné une démonstra- 
tion du principe des vitesses virtuelles, aussi curieuse qu’ingénieuse, 
fondée sur des transformations de cette espèce. (Voyez le Journal de 
l’Ecole Polytechnique. ) 

Du levier et de «e» differente* espèce* ; problème *or le levier pesant ; prin - 
cipe de* vitesse* virtuelle* considéré particulièrement dan» l'équilibre de* 
force* appliquées à cette machine. 

589 . Un levier est , en général , un corps assujetti à tourner autour 
d’un point ou d’un axe fixe. J’ai donné , dans la deuxième section de 
ce traité, la théorie complète de l’équilibre d’un pareil corps , et des 
pressions que supportent les points et 1rs axes fixes; je me bornerai à 
présenter ici , quelques notions élémentaires applicables à la mécanique 
pratique , et dans lesquelles le levier est considéré comme une verge 
inflexible , assujetti à tourner autour d’un point ou d’un axe fixe , et 
sollicité par des forces qui agissent dans un plan renfermant ce point , 
ou perpendiculaire à cet axe. 

ôço. En simplifiant ainsi la forme du corps et supposant qu’il n’est 
sollicité que par deux forces dont l’une est le moteur et l’autre la résis- 
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iartce , on distingue, dans la mécanique appliquée, trois espèces de 

machines comprises sous la dénomination générique de levier , savoir: 

Le levier de la première espèce, dont le point d'appui, ou l’axe de 
rotation est entre les points d’application du moteur e\ de la résistance. 

Le levier de la seconde espèce sur lequel le point d'application de la 
résistance est entre l’axe et le point d'application du moteur. 

Enfin le levier de la troisième espèce, sur lequel le point d’application 
du moteur est entre l’axe et le point d’application de la résistance. 

591. L’équilibre de chacune de ces espèces de levier dépend , d’après 
ce qui a été amplement expliqué et démontré dans la deuxième partie 
de ce traité , d’une condition unique ; cet équilibre a lieu lorsque les 
moments (art. 167) du moteur et de la résistance , par rapport à l'axe 
de rotation, sont égaux et de signes contraires. 

592. On aura égard , quand il sera nécessaire, à la pesanteur du levier, 
en introduisant, dans l’équation d'équilibre, la somme des moments des 
poids de toutes les molécules qui composent sa masse , avec les signes 
convenables. 

Le levier pesant de la deuxième espèce donne lieu à un problème de 
minimum dont il est bon de placer ici la solution. 

Lorsqu’on veut, par le moyen d’un pareil levier , que je suppose être 
une verge droite , homogène et uniformément grosse, faire équilibre à 
un poids P placé k une distance a du point d’appui ou de l’axe, p étant 
le poids de l’unité de longueur du levier, Al le moteur, x la distance 
de son point d’application k l’axe qui est cencé être la longueur totale 
du levier, on a, dans le cas de l’équilibre, 



Al x — aP + ~ p x* 



(0 



(A/ agit verticalement de bas en haut) on déduit de cette équation 
Af»£±i£l (a) 



et on voit que Af=», tant lorsque x=va que lorsque .t = o. Entre 
ces deux limites sc trouve le point où il faut appliquer Al pour que son 
effort soit un minimum , et la position de ce point sc détermine par 
l’équation, 



t-= y 




(3) 



La 
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La valeur minimum , correspondante de M , se calcule par l'équation 

M — yï'.ïp P (■)) 

693. L’application du principe des vitesses virtuelles à l’équilibre du 
levier est un cas très-particulier de la théorie relative U ce principe, que 
j’ai exposée dans la troisième section de ce traité; voici comment on 
peut, indépendamment de cette théorie générale, démontrer fort-simple- 
ment que l’équilibre du levier , tel que je le considère ici , vérifie le 
principe des vitesses virtuelles. 

M et R étant le moteur et la résistance qui se font équilibre par l’in- 
termède d’un levier, abaissons, du point d’appui, des perpendiculaires 
m et r sur leurs directions respectives, et menons, du même point d'ap- 
pui aux points d’application de M et R sur le levier, des droites dési- 
gnées par a et p. 

Supposant ensuite que le système tourne dans le plan des forces M et 
R et autour du point d'appui , d'une quantité angulaire infiniment petite 
, on démontrera aisément que les projections des longueurs absolues 
des arcs élémentaires décrits par ,u et p, faites sur les directions des forces 
M et R , sont resjiectivement égales aux longueurs absolues des arcs élé- 
mentaires décrits par m et r s ces dernières longueurs ont pour valeurs 
et rdifi j et l’équation M .m<l$ — R.rtiii^a, donnée par le prin- 
cipe des vitesses virtuelles, se trouve identique avec l’équation d’équi- 
libre Mm — Rr — o, déduite des principes élémentaires de la statique. 



Du tour et (le ses differentes espèces, telles que le treuil et le cabestan. 



094. On fait un grand usage, dans la mécanique-pratique, d'une ma- 
chine qui a le nom générique de tour , et dont les diverses variétés sc 
rapportent toutes au levier. 

Cette machine est composée d’un arbre ou corps cylindrique, qui tourne 
sur deux tourillons, placés à ses extrémités et appuyés sur des paliers , 
ou retenus dans des trous circulaires. 

Une corde, enroulée sur cet arbre, s’attache au poids qu’on veut en- 
lever et, en général, au point où est appliquée la résistance qu’on veut 
vaincre ou contrebalancer , ce à quoi on parvient en faisant tourner 
l’arbre , ou en lui donnant une tendance au mouvement de rotation , 
dans le sens convenable. Les forces motrices, qui donnent ce niouye- 

1 35 



Fig.36,37et3! 
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ment, ou cette tendance au mouvement, sont appliquées, ou aux extré- 
mités des leviers qui traversent l’arbre et lui sont perpendiculaires, ou 
à des manivelles, ou à différents points de la circonférence d’une roue 
fixée et concentrique à l 'arbre. 

5ç5. Le tour prend le nom de treuil lorsque l’arbre est dans une 
position horizontale, et celui d ecabcslan lorsque l’arbre est vertical ; on 
l’emploie, particulièrement , dans la marine , sous cette dernière forme. 

La position horizontale de l’arbre de laquelle résulte la position ver- 
ticale du plan dans lequel agissent les forces motrices, fournit le moyen 
d’employer la roue à tympan mue par le poids des hommes et même 
des animaux; des roues de cette espèce sont souvent adaptées au x grues 
et on les applique à plusieurs autres machines. 

5ç6. Tout ce que je pourrais dire sur l’équilibre du tour et sur les 
pressions des tourillons } dans le cas de l’équilibre, est textuellement et 
complètement exposé depuis l'art. 368 jusqu’à l’art. 38a. 11 me suffira 
d’avoir donné ici une idée des principaux modes d’application de la théo- 
rie des art. cités , qui ont été adoptés dans la mécanique pratique. 

Il y a cependant une observation essentielle, relativement à la gros- 
seur d'une corde enroulée sur un arbre ou cylindre , que je ne dois pas 
omettre. Le bras de levier d’un poids suspendu à une corde ainsi en- 
roulée , et , en général , celui d’une force quelconque , qui tend cette 
corde , pris par rapport à l’axe du cylindre , doit toujours se mesurer 
depuis ce même axe jusqu’à l'axe de la corde, et être, par conséquent, 
é‘gal à la somme des longueurs du rayon du cylindre et du rayon de la 
corde. P étant la puissance, ret p les deux rayons dont je viens de parler, 
le moment (art. 467 ) de P, par rapport à l’axe du cylindre, a pour va- 
leur P (r + (t) 

De la «1; conditions de l'équilibre de celte machine ; comment ces conditions 
vérifient le principe des vitesses virtuelles. Moyen de réunir, dans la vis, la 
solidité à une grande puissance mécanique. 

3 597 . La vis est une combinaison particulière du levier et du plan in- 

cliné , et sa théorie participe de celle de ces deux machines. 

Les élèves ayant une connaissance exacte et complète de la généra- 
tion et de la composition de la vis , dont ils font une étude détaillée 
dans le cours de géométrie descriptive , je inc contente, pour abréger. 
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de mettre sous leurs yeux , les figures , en forme d 'épure , d’une vis à 
Jilets carres et d’une vis à filets triangulaires. 

5p8. Supposons qu’une vis , mise dans la situation verticale et ayant 
son écran fixe , supporte un poids dont le centre de gravité se trouve 
dans la verticale passant par l’axe de la vis, et cherchons les conditions 
de l’équilibre entre ce poids et une force horizontale agissant perpen- 
diculairement à un levier horizontal dont l’axe rencontrerait celui de 
la vis. 

Soit P la somme des poids du corps 4 tenir en équilibre et de la vis 
elle-même, JU la force horizontale qui doit établir cet équilibre , h la 
hauteur du pas de vis, r la distance du point d'application de M à l’axe 
de la vis, et p la distance entre cet axe et le milieu de la saillie du filet. 
(D’après la valeur assignée & p, on peut, dans les cas d’application les 
plus ordinaires, substituer pour le calcul , à la vis donnée , une vis fic- 
tive dont le filet aurait une saillie infiniment petite, sur un arbre d’un 
ravon égal à p.) 

11 résulte de la composition de la machine que la vis, supportant le 
poids, tend 4 descendre le long de 1 ’ hélice suivant laquelle les filets de 
l’écrou sont courbés, de la même manière qu’un corps grave tendrait à 

descendre sur un plan incliné formant , avec •Thorietm , on angle dont la 

tangente trigonométrique serait ^ ^ (.Test la demi circonférence dont 

le rayon = t ). Appliquons au filet de cette vis , une puissance horizon- 
tale M' dirigée suivant une ligne dont Ja distance h l’axe vertical soit 
— p j cette puissance M ! fera équilibre nu jioids P , si sa valeur satis- 
fait à l'équation d’équilibre du plan incliné donnée art. 53o. 



Af' = — - — P 

%3Tp 



la tangente trigonométrique 
représente 



h 

2 -rp 
sin. ff 
cos. ff 



Supposant que Al' a la valeur qu’on vient d’assigner , je la décom- 
pose en deux forces horizontales, qui lui sont parallèles, l’une dirigée 
sur l’axe de la vis , et l’autre ayant son point d’application 4 une dis- 
tance r de cet axe. La première composante est détruite par la résis- 



tance de l’écrou , et l’autre qui a pour valeur — — Al' } est capable de 
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remplacer, seule, la puissance M' , relativement à l’équilibre qu’on veut 

obtenii*. Cette valeur S— AF. ou — - — P est donc celle que doit avoir 
r a. srr 

le moteur M , agissant à une distance r de l’axe de la vis, pour faire 
équilibre au poids P , et les conditions de cet équilibre sont exprimées 
par l’cqualion 




« M est à P comme la hauteur h du pas de vis est à la circonférence 
« décrite du rayon r , longueur du bras de levier du moteur M. *» 

599. Supposons que, par une cause quelconque, le poids P et la vis 
montent ou descendent d’une hauteur h h (A étant un nombre abstrait 
quelconque), le point d’application du moteur M décrira, dans le sens 
horizontal, un arc dont la valeur angulaire sera a.TÂ et la longueur ab- 
solue z.rkr. (11 faut observer que ce point d’application pourrait être 
sur une corde , qui aurait une partie de sa longueur enroulée autour 
d’une poulie concentrique à l’arbre de la vis et dont le rayon serait = r, 
la direction de M demeurant toujours tangente à la circonférence de la 
poulie) or l’équation déduite du principe des vitesses virtuelles et ap- 
pliquée à des espaces finis parcourus par les points d'applications des 
puissances, donne 2 rrkrM — khP — o, conditions d’équilibre iden- 
tiques avec celles qui ont été assignées dans l'article précédent. 

600. 11 résulte de ces conditions que le moteur M a d’autant plus 
d’avantage pour tenir le poids P en équilibre, que la hauteur h du pas 
de vis est plus petite ; mais cet avantage s’acquiert aux dépens de la 
solidité et de la durée de la machine , parce que, pour un arbre de vis 
d’un diamètre donné et sur une longueur déterminée de cet arbre, on 
ne peut swerles pas de vis, c’est-à-dire multiplier le nombre des filets, 
qu’en diminuant leurs forces. 

Voici cependant un moyen de donner au moteur un avantage indé - 
fini pour faire équilibre à une résistance, en employant des filets de vis 
de dimensions arbitraires. 

Fig. 40 À B et CI) sont deux montants immobiles auxquels l'écrou fixe F. est 

attache. Un autre écrou e peut se mouvoir entre ces deux montants, et 
on le guide en pratiquant des rainures le long de y! B et CD, dan». les - 
quelles coulent des tenons taillés sur les flancs de e. 
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On a taillé, sur l’arbre de la vis El', en_//'el <f$ deux pas de vis 
différents, dont l’un convient h l’écrou fixe E , et l’autre à l’écrou mo- 
bile e } et d’après cette disposition si on tourne la vis dans un sens ou 
dans l’autre , le poids P ( la vis étant supposée verticale) suspendu k 
l'écrou mobile e, par les brides, ou liens quelconques, mn et m'n', 
aura le même mouvement vertical que si la vis n'avait qu’un seul filet 
dont la longueur de pas serait égale à la diflêrcnce entre les longueurs 
de pas des deux vis taillées sur l’arbre VV , et les conditions de l’équi- 
libre sont les mêmes que si ce filet unique existait réellement. 

Voilà donc l’énergie de la machine, pour tenir un poids en équilibre, 
rendue d’autant plus grande que la différence entre deux longueurs de 
pas de vis est plus petite, et comme, en donnant aux filets de chacune 
de ces vis une grosseur et une solidité arbitraires, la différence entre 
leurs pas peut être rendue aussi petite qu’on veut, la condition demandée 
se trouve ainsi remplie. 

J’ai eu l’idée de l’emploi d’un arbre de vis à deux filets, comme celui 
que je viens de décrire, en m’occupant de la perfection des micromètres 
astronomiques auxquels j’ai appliqué cette idée avec tout le succès dé- 
sirable. On peut consulter, pour de plus amples détails, une note que 
j’ai publiée dans un des derniers volumes dç la Cojusaissmnce tics temps 
et le Traité des machines de MM. Betancolrt et Lanz. 

De» systèmes de roues dentées et de pignons. Crmment Je» conditions d’équi- 
libre de ce» systèmes vérifient le principe de» vitesse» virtuelles. 

601 . La théorie géométrique des engrenages , celle de la forme dos 
dents des roues et des ailes des pignons se trouvant comprise dans les 
leçons de géométrie descriptive que reçoivent les élèves je supprimerai , 
pour abréger, tous les détails relatifs à ces divers objets d’étude. 

La figure 41 représente un système de pigttons et de roues dentées jrjg. 41 
par le moyen duquel un moteur Jl/fait équilibre à un poids P. Le mo- 
teur M est appliqué tangentiellement à la circonférence d’une roue qui 
n’est pas dentée, faisant la fonction de poulie, et portant à son centre, 
le premier pignon. Ce pignon s’engrène dans la première roue dentée 
qui porte à son centre , un deuxième pignon lequel s’engrène dans une 
seconde roue dentée portant , à son centre, un troisième pignon , et ainsi 
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de suite. Le poids P est suspendu à une corde enroulée sur un cylindre 

fixé et concentrique à la dernière roue dentée. 

Tous les axes de rotation sont fixe*, parallèles entr’cux et compris dans 
un même plan horizontal. Il s’agit de trouver les conditions de l’équilibre 
entre M et P. 

602. Je désigne par m le rayon de la roue sans denture , ou |>oulic , 
k laquelle la direction de M est tangente , et par p le rayon de l’arbre 
sur lequel s’enroule la corde à laquelle le poids P est suspendu ; m. et 
p étant , conformément à l’observation de l’art. 596, mesurés depuis les 
axes de la poulie et du cylindre, jusqu’à l’axe de la corde. 

Je nomme P , r" , p" } etc., les rayons respectifs de la i' re , de la 2 e , 
de la 3 e , etc. roue dentée ; p' , p" , p'" , etc. les rayons respectifs du 
I er , 2 e , 3 e , etc. pignon. Ces rayons sont ceux qu’on appelle rayons 
moyens dont les rapports, entr’eux , représentent les rapports de nombre 
de dents des roues, ou des nombres d 'ailes des pignons. 

Soit, de plus , h' la pression qu’exercent l’une sur l’autre , dans le 
cas de l’équilibre du système, l’aile du premier pignon et la dent de la 
première roue qui se trouvent en contact , pression qui a lieu sur le point 
où les extrémités des rayons moyens p' et P se rencontrent , et dési- 
gnons par k" , h'" , etc. les pressions correspondantes du 2« pignon sur 
la 2' roue dentée , du 3 e pignon sur la 3 * roue dentée , etc. , on aura 
les équations successives , 

Mm^p'P 
P k' = p" h" 

P’k"= p'" h'" 

r'“ — O h (n — 0 = pM JiM 
—Pp 

n est le nombre des roues dentées égal à celui des pignons ; (“J et (» — >1 
sont des numéros d’accentuation. 

6 0 3 . On déduit, de ces équations, l’expression suivante de la condi- 
tion d’équilibre. 

MmPP'P" . . . rM = Ppp'p”p'" . . . pM 
dans laquelle on peut , aux rayons moyens P , P' , p" t etc. , p' , p" , 
p'", etc. substituer, respectivement , les nombres des dents des roues 
et les nombres des ailes des pignons. 
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604. Supposons que le système se dérange de la situation d’équilibre 
de manière que la roue , sans denture , ou poulie , à laquelle la direc- 
tion du moteur est tangente tourne d'une quantité angulaire finie $ , les 
angles respectifs décrits par les t rc , a', 3 e , etc. et «• roues dentée» 
seront 



i re . roue dentée . . . 



a», 



3'. 




(L 

r' 



JL 

r” 



oW 






r"' • ’ ’ ’ /<■>) 

Les espaces absolus parcourus par les points d’application de M et 

( // // f />(°) \ 

■ • . ~ r / 7- fiüj ~ ) $P ■> or on 

déduit du principe des vitesses virtuelles appliqué au cas où les espaces 
correspondants parcourus par les points d’application des forces sont 
finis, l’équation 

Mfm — P (JL-.-Lj- - 7 ^)^ = ° 

identique avec celle de l’article précédent, en divisant par <p. 



Obicrvations générales sur le frottement et Y adhérence. 



6 o5. Lorsqu'un moteur et une résistance sont en équilibre sur une 
machine, dans l’état où j’ai considéré, jusqu’à présent, cette espèce de 
système, si l’intensité de l’un ou de l’autre vient à varier d’une quantité 
indéfiniment petite, l’équilibre est nécessairement rompu. Mais cette 
manière d’envisager l’équilibre des machines est purement idéale, et, 
dans l’état réel et physique ‘des choses , le moteur ou la résistance 
peuvent varier, dans certaines limites, sans que l’équilibre ou plutôt 
Vctat de repos de la machine cesse d’avoir lieu. 

Ainsi R étant une résistance et M un moteur qui, sur une machine 
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donnée, vérifient les équations par lesquelles j'ai exprimé, jusqu’à pré- 
sent , les conditions abstraites de l’équilibre de cette machine, le moteur 
M n’est pas physiquement prêt à mettre la machine en mouvement 
comme il semblerait qu’on peut le conclure de la théorie exposée dans 
cette section et dans la précédente ; il faut, pour qu’il arrive à ce point, 
que son intensité s’accroisse d’une certaine quantité p , et la machii c 
restera dans l’état d’équilibre ou de repos sous tous les efforts exercés 
au point d’application du moteur, dont les valeurs seront plus grandes 
que M et plus petites que M + «. 

606. Cet état de repos n’a pas lieu seulement pour les accroissements 
de M , depuis M jusqu’à M + p , mais encore pour ses diminutions 
depuis M jusqu'à M — p', ensorte qu’une machine étant donnée, si on 
a une résistance R et un moteur AT, d’intensités telles que ces puissances 
appliquées à la machine, satisfassent aux conditions d’équilibre assi- 
gnées jusqu’à présent, l’état de repos de la machine subsistera tant que 
la valeur de l’cfTort exercé au point d’application du moteur sera plus 
grande que M — p et plus petite que M + p j la variation totale, entre 
ces deux limites, est p + p' j les quantités p et p' sont, en général, 
différentes l’une de l’autre. A la première limite le moteur est prêt à céder 
à la résistance ; à la seconde la résistance est prête à céder au moteur. 

607. On ne peut appliquer le principe des vitesses virtuelles à cet 
état de choses que d’une manière hypothétique. Si l’une des deux forces 
M et R est prête à céder à l’autre, ou si M a atteint l’une des deux 
limites dont j’ai parlé dans l’article précédent, on supposera R aug- 
menté ou diminué, respectivement, d’une quantité ç ou d'une quan - 
tité p', satisfaisant avec p, ou avec p' , aux conditions de l’équilibre 
indépendantes du frottement et de l’adhérence, et, faisant alors abstrac- 
tion des circonstances physiques auxquelles sont dues les variations u 
et p', on aura les combinaisons de forces AI+p, R + pj AI +p’, R + p', 
dont chacune vérifiera le principe des vitesses virtuelles. 

608. Ces variations dont l’effort du moteur est susceptible depuis 
l'état où il est prêt à être vaincu par la résistance jusqu'à celui où il 
est prêt à la surmonter, sont dues à certaines résistances particulières, 
qu’on peut atténuer plus ou moins , mais qui résultent nécessairement 
de la composition matérielle de toute machine, et dont la plus consi- 
dérable est , en général , le frottement , 

Si 
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Si un corps pesant est supporté par un plan horizontal, l’efTort pa- 
rallèle à ce plan , qu’il faut exercer pour faire glisser ce corps sur le même 
plan est dû , uniquement , à la résistance dont je viens de parler , en 
même temps qu’il en donne la mesure; on sait que, sans I e frottement , 
le corps céderait à l’effort le plus léger. 

Une résistance de même nature se manifeste toujours, tant lorsqu’on 
fait glisser deux surfaces l’une sur l’autre, que lorsqu’on exerce simple- 
ment un efTorl tendant k produire le même effet pourvu qu’il y ait près* 
sion entre ces deux surfaces. 

609. Toutes les machines, destinées au mouvement, doivent être cons- 
truites de manière à diminuer le frottement autant qu’il est possible , 
et c’est là une des qualités essentielles qu’il faut leur procurer. Cepen* 
dant il y a une infinité de cas où la mécanique pratique tire un parti 
très-avantageux du frottement. On l’a employé pour remplacer les en- 
grenages, il assure l'effet des freins employés pour modérer ou arrêter, 
à volonté, le mouvement, et contribue beaucoup à celui des machines, 
dont la classe est très-nombreuse, qui n’ont pour objet que de tenir une 
résistance en équilibre. Dans plusieurs circonstances cet efTet est pro- 
duit par le frottement seul , et je citerai, en exemple , les cordes dont 
un petit nombre de tours, sur des cylindres, suffit pour résister,» une 
tension énorme. L'accord d es coul e s des tMfflimchts de musique ne se 
maintient pas par d’autres moyens. 

Sans le frottement , la marche des hommes et celle des animaux serait 
on ne peut pas plus difficile et peu stable; c’est lui qui rend possible 
l’usage que nous faisons, pour des besoins qui se répètent à chaque ins- 
tant , de divers instruments qu’il faut tenir dans les mains et qui s’en 
échaperaient sans cesse, si le frottement ne les retenait pas quand on les 
tient serrés. . .. , t»r;î< - > t m i-'j :» •••«* : '<»>! n ' 

6to. Le frottement, dans l’acception que je viens de donner à ce mot, 
est appellé frottement de la première espèce , et on en distingue un 
autre , qui s'appelle frottement de la deuxième espèce j cette dernière 
résistance est celle qu’éprouvent , dans leurs mouvements , les corps qui 
roulent sur des plans ou sur des surfaces quelconques , en les pressant 
avec la condition que les points ou les lignes de contact ne font qu’ap- 
puyer sur les surfaces , sans glissement. 

Les pertes de forces, ducs au frottement de la a e espèce, sont infini- 

* 3 6 
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ment moindres que celles qui résultent du frottement de la t re -espèce, 

et on en tient rarement compte dans le calcul de l’effet des machines. 

611. Il est une autTe espèce de résistance , dans le jeu des machines, 
due aux contacts des surfaces , mais indépendante , en général , de la pres- 
sion, c’est Yadhérence. Cette résistance peut être très-forte lorsque les 
surfaces ont été long-temps en contact et sans mouvement , mais si elle 
est une fois surmontée, et que le mouvement de la machine se continue , 
elle diminue considérablement d’intensité et devient souvent insensible. 
Je l'introduirai cependant, avec la résistance du frottement, dans les ques- 
tions d’équilibre que j’aurai bientôt à résoudre et dont les solutions se- 
ront suivies de quelques détails sur d'autres résistances occasionnées par 
la raideur des cordes et des charries. 

Mesure du frottement et de l’adhérence. 

6ta. J’ai dit que la résistance due au frottement n'avait lieu qu 'au- 
tant que les surfaces en contact étaient pressées l'une contre l’autre, et 
l’expérience a appris qu’elle était sensiblement proportionnelle à la pres- 
sion normale. On peut, dans la pratique, n’aroir aucun égard aux (ano- 
malies , peu considérables, que souffre cette loi. 

6 t 3 . Parmi les différents moyens de s’assurer, par le fart , de la vérité 
de ces propositions, on en peut distinguer deux ; par l’un de ces moyens 
que j’ai décrit, fort en détail , dans mon Architecture hydraulique , 
(art. 1090 et suiv.) où j’ai donné la description et les dessins des ap- 
pareils , on évalue immédiatement les forces horizontales qui peuvent 
foire glisser, sur un plan horizontal , un corps d’un poids donné. 

Ce premier moyen a fait connaître que les forces capables de faire 
équilibre au frottement du corps étaient proportionnelles au poids de 
ce corps , et par conséquent à la pression normale sur le plan qui le 
supportait. 

•614. On a aussi conclu , des mêmes expériences, que le frottement 
était Indépendant de la grandeur de la surface de contact, pourvu cepen- 
dant qu’on ne la diminuât pas jusqu’à en faire un arrête, ou une pointe, 
capable de pénétrer le corps sur lequel elle devait glisser. 

6 i 5 . Le second moyen d’évaluer le frottement a l’avantage de la sim- 
plicité et de la commodité de l’appareil , et on en déduit une expression 
analytique qui sera bientôt utilement employée. 
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Soit un corps , dont le poids = P , pose'' sur un plan , et concevons 
qu’on incline graduellement ce plan jusqu’à ce que le corps P soit prêt 
à glisser et à descendre. Désignant, par <p , l’angle que le plan fait, alors, 
avec l’horizon ; on a deux composantes de P , l’une P cos. P , égale à 
la pression normale exercée sur le plan , l’autre P sin. <p qui agit paral- 
lèlement au plan et teud à faire descendre le corps. Or puisque P n'est 
retenu sur ce plan , depuis sa position horizontale jusqu’à son inclinai- 
son p , que par le frottement , et que P sin. p est la seule force agis- 
sant contre cette résistance , on est assuré, lorsque P est prêt à glisser 
(c’est-à-dire lorsque le plus léger effort peut déterminer son mouvement), 
que P sin. p a atteint une valeur précisément égale à celle du frottement; 
P sin. <p est donc la mesure de l'intensité de cette résistance , et peut 
être introduite, comme telle, dans le calcul de l’équilibre du corps sur 
le plan incliné. 

616. Le rapport entre le frottement P sin. ç et la pression normale 



P cos. p , 



a pour valeur 



P sin. p 
P cos. p J 



ou tang. p j c’est le rapport de la 



hauteur du plan incliné à sa base. 

617. Posons ensuite sur la surface, qui a servi à évaluer le frottement 
de P , un autre corps de même nature . et du même degré de poli , sur 
sa surface , que ce corps P , et dont le poids = P; soit p' l’angle sous 
lequel P' est prêt à glisser, son frottement sera P' sin. p' et le rapport 
du frottement à la pression normale aura pour valeur tang. p' . Or on a 
trouvé, par expérience , que , même dans les cas où les poids P et P’, 
et les étendues de leurs surfaces de contact différaient beaucoup , les 
angles p et p' étaient à peu près les mêmes. On a donc tang. p = tang. p’ , 



d’où on conclut 



P sin. p 
P COS. p 



P' sin. p' 
P' cos. p' 



et 



P sin. p : P' sin. p' : : P cos. p : P' cos. p' 

Les frottements P sin. <p et P' sin. pf , sont entr’eux comme les pres- 
sions normales P cos. ip et P' cos. p' 

618. L’angle <p s’appelle angle du frottement et, d’après ce qui pré- 
cède, en multipliant par la tangente de cet angle une pression normale 
N, on a la résistance du frottement N tang. <p qui a lieu dans le sens de 
la surface sur laquelle la pression s'exerce , <p étant l’angle du frotte ■* 
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ment qui convient aux deux corps en contact et à l’état des surfaces par 

lesquelles ils se pressent. 

619. Il est essentielle d'avoir égard à la condition posée à la fin de l'ar- 
ticle précédent, lorsqu’on veut faire des calculs exacts sut l’effet des ma- 
chines. L’angle <p , ou le rapport tang. <p , constant pour les mêmes corps 
et le même état de leurs surfaces de contact , varie considérablement 
lorsque ces surfaces sont plus ou moins polies, lorsqu’elles sont, ou non 
enduites et que les enduits sont plus ou moins frais, lorsqu’on fait glisser 
deux pièces de buis, l’une sur l’autre, à fils parallèles ou & fils croisés, etc. 
U parité de ces diverses circonstances , l’angle <p varie encore avec les 
matières en contact , surtout lorsque les surfaces ne sont pas enduites. 
Des corjis de différentes matières donnent, en général , moins de frot- 
tement que des corps de même matière etc. etc. 

J’ai traité ce sujet fort en détail dans mon Architecture hydraulique , 
tome t, depuis l’art. 1089 jusqu’il l'art. 1208; j'y ai donné, avec la des- 
cription des expériences , des tableaux très-étendus de leurs résultats. 

620. La résistance due à X adhérence , n’est pas susceptible, pour le 
calcul de l’efTet des machines , d’une évaluation fort exacte. J’ai déjà 
fait observer que cette résistance dépendait du temps pendant lequel les 
corps adhérents avaient été en contact dans l’état de repos , et qu’elle 
s’atténuait considérablement dans les machines en mouvement ; c’est donc 
principalement dans le passage du repos au mouvement que son effet a 
lieu ; cet effet peut presque toujours être regardé comme momentané, 
et comme devenant d'autant plus faible que le service de la machine 
est moins interrompu. 

621. y# étant la force nécessaire pour surmonter l’adhérence, c’est- 
à-dire pour séparer deux corps adhérents sur l’unité de surface, et E 
la valeur effective de la surface adhérente , j’introduirai , dans l’analyse, 
le produit A E , que je désignerai par K , pour représenter la résistance 
due à l’adhérence sur la surface totale E. Je ferai ainsi l’adhérence pro- 
portionnelle à la surface de contact ; je supposerai , de plus , qu'elle 
résiste également dans tous les sens et qu’elle est indépendante de la 
pression; par tous ces caractères, elle diffère essentiellement de la résis- 
tance duc au frottement. 

En faisant ainsi l’adhérence indépendante de la pression , quant à ses 
effets mécaniques, on fait abstraction des moyens par lesquels on peut 
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la produire, dans certains cas, on a des exemples d’adhérences ducs à de 
fortes pressions ou à des percussions , mais comme ces adhérences sub- 
sistent après que les corps ont été pressés ou frappés , elles sont alors 
soumises aux lois ci-dessus assignées. D’ailleurs ces cas d’adhérence ne 
se rencontrent pas dans les questions relatives au calcul des machines. 

De l’équilibre , «ur le plan incliné , en ayant egard au frottement et à l 'adhérence. 

622. Un corps pesant , dont le poids = P , est posét sur un plan incliné 
et une puissance M agissant dans un plan vertical perpendiculaire à ce 
plan incliné, est destiné h faire équilibre au poids Pj il s’agit de dé- 
terminer les conditions de cet équilibre, en ayant égard au frottement 
et à l’adhérence. 

La question , ainsi posée , est plus générale qu'elle ne le semble d’abord, 
le poids P représente une puissance quelconque , dont la direction se- 
rait perpendiculaire à la base horizontale du plan incliné , et les solu- 
tions relatives aux cas où cette circonstance n'aurait pas lieu , se dédui- 
ront aisément, par les théorèmes connus de la trigonométrie élémen- 
taire, des formules que je vais donner. 

Le corps posé sur le plan incliné , sera censé être un plan matériel 
vertical et perpendiculaire à ce plan incliné , et je supposerai , pour 
simplifier , que, d’après sa position , sa forme, et les directions des forces 
qui agissent sur lui, il n’a aucune tendance au mouvement de rotation. 

623. Soient maintenant et a les angles respectifs que forment avec 
la verticale, la longueur du plan incliné et la direction de M , 1 l’angle 
que font entr’elles cette longueur et cette direction , f la tangente de 

« l’angle p du frottement , et K l’adhérence sur la surface totale de contact, 
ou le produit ri E de cette surface E par l’adhérence A sur l’unité de 
surface. 

Il faut , d’après ce qui a été dit précédemment, distinguer deux des- 
tinations que Al peut avoir, dans l’hypothèse de l’équilibre, et qui sont, 
l’une d’exercer sur le corps P, un elfort tel que le moindre effort ad- 
ditionnel occasionnerait son ascension, l’autre d’empêcher, simplement,' 
la descente de P en profitant du frottement et de l’adhérence. L’analyse 
suivante s’applique également à l’une et à l’autre destination ; les résis- 
tances fN et K y seront considérées, dans les cas limites dont je viens 
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de parler , comme des puissances actives dirigées , suivant la longueur 
du plan incliné, ayant le sens de leurs actions du sommet à la base, ou 
de la base au sommet, suivant qu'on voudra établir le calcul d’après le 
premier ou d’après le second de ces deux cas. 

Si , de plus, on considère N comme une puissance qui tend à écarter 
le corps du plan incliné, on pourra regarder ce corps comme libre , et les 
équations de son équilibre seront de même forme que celles de l’art. 7a. 

Voici les composantes qui doivent entrer dans les équations d’équi- 
libre , et qui sont : 

Dans le sens horizontal. Dans le sens vertical. 



M sin. a 
N cos. yp 
f N sin. yp 
K sin. yp 



M cos. a 
N sin. yp 
f N cos. yp 
K cos. yp 
P 



Tous les termes de chaque équation d’équilibre étant supposés dans 
un même membre, ceux de ces termes, qui renferment M et P, ont 
des signes différents. N cos. yp et N sin. p doivent avoir, la première 
un signe diffèrent de celui de ü/sin.o_, et, la seconde, le même signe 
que M cos. a> ; enfin , les signes des termes qui renferment le frotement 
fJV et l’adhérence K doivent être, ou ne pas être, les mêmes que ceux 
des termes qui renferment M , suivant que M aura, ou n’aura pas, en 
sa faveur, la résistance du frotement et de l’adhérence. 

6a 4. On parvient, en ayant égard à ces diverses observations, aux 
équations suivantes d'équilibre 

( M sin. « — N cos. yp +fV sin. \P + K sin. J' = o 
^ / M cos. + iVsin. yp 4! fN cos. 4 Kcos.yP — P = o 

Le signe supérieur a lieu lorsque M doit être prêt ii l’emporter sur P , 
et le signe inférieur a lieu dans le cas contraire ainsi que je l’ai expliqué 
plus haut. 

Éliminant N on arrive à l’équation unique 

M sin. » 4 K sin. yp cos. yp 4 ,/Vm. yp 

\ ■ p — A/c0S.c>4 K cos.tl' sin. yp 4y'cos. p 

6 z 5 . Tirant la valeur de M de l'équation (2) de l’art, précédent, et 
observant que to — yp est égal k l’angle e formé par la direction de M 
et par la longueur du plan incliné, on a 
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P ( cos. yt +*/sin. ^ ) ± A 
cos. « ip /"sin. e 

cette équation qui , seule, assure l’équilibre, lorsqu’elle a lieu , s’obtient 
d’une manière simple et immédiate, en considérant que, puisque le 
cor|)s, d'après les conditions assignées, ne peut se mouvoir que dans le 
sens de la longueur du plan incliné, il suffit, pour énoncer qu'il y a 
équilibre, de dire que la somme des composantes pararelles à la lon- 
gueur du plan incliné est égale à zéro, ou qu’on a 

M cos. e — P cos. \p ÜJT f ( P sin. \p + M sin. e ) ip K — o 
équation identique avec la précédente. J’aurais pu substituer la marche 
de raisonnement et d’analyse que je viens d’indiquer à celle des deux 
articles précédents, s’il n’était pas utile de multiplier les exemples des 
applications des méthodes et des formules générales; d’ailleurs l’équa- 
tion (2) de l’article précédent, qui se déduit directement des équations 
(1) du même article, a, sous la forme que je vais lui donner des appli- 
cations fort importantes. 

62 6. Substituant, dans celte équation (2) dont je viens de parler, 

sin. <p 



pour f, sa valeur tang. <p ou 



cos. <p 



, le 2' membre devient égal à 



Cotang. ( -p <p ) et on a 

^ P — A/c os. ci + K cos. \P 



lang- (V^-P #) 



(a) . M — 



Al sin. a + K sin. ip 
et la valeur de M prend la forme 

P j K \ cos. \p + sin. \p tang. (\p ip <p) { 
cos. a + sin. ci tang. ( ip 4I <p ) 

On peut arriver à cette valeur en partant de l’équation de l’art. daS,, 
mais moins simplement qu’en la déduisant de l’équation (a) de l’art. 624. 

627. Lorsque AJ est une puissance horizontale, on a e = complé- 
ment de ip j l’équation de l’art. 626 devient 

M _ P(cos.p>±fs\n.-p)±K 
' ' Sin. \p -l-^'cos. ip 

et l’équation (2) de l’art, précédent , donne , en observant que, dans 
le cas dont il s’agit ici, cos. «j = o, sin ra=t 

v _ P ± K \ cos. yp -f sin. \P tang. (\P If <t) j 



(*) 



tang. (\P + *) 
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Déterminations des limites entre lesquelles la râleur du moteur peut varier, eu 
égard au frottement et à l’adhérence, sans que l’état de repos du corps cesse 
d’avoir lieu sur le plan incliné. 



628. On détermine aisément , par les équations des articles précédents , 
les variations de la valeur de M entre les limites dont j’ai parlé, article 
6o5 et suivants, et on trouve que depuis la limite inférieure, celle où 
M se trouve prêt à céder au poids P , jusqu'à la limite supérieure, celle 
où le poids P se trouve prêt à céder au moteur M , la variation totale 
est , pour le cas de l’art. 6 î 5 , 

2 (y Psin. » -f K cos. e ) 
cos.’ « — y* sin. J « J 

et pour le cas de l’article 627 



2 (fP + K sin. ) 

• sin. — y*c os. 1 ^ 

La valeur minimum de M , celle qui convient à la limite inférieure,' 
peut être augmentée de toute quantité plus petite que l'une ou l’autre 
c}e ces variations (suivant le cas que l’on considère) sans que le corps P 
6orte de l’état de repos. 

629. Dans le cas général de l’art. 6a5 , la variation totale de M, à par- 
tir de la valeur = ^ P> qui convient h l’équilibre, abstraction 

cos. e 

faite du frottement et de l’adhérence, est du côté de la limite supérieure, 
P f sin. a + K cos. e 
cos. e (cos. f — y'sin. e ) 
et du côté de la limite inférieure 

Pf sin. cj -f K cos. e 
cos. e (cos. e+f sin. f) 

Le cas de l’article 627 donne , du côté de la limite supérieure, 

Pf+ K sin. \f/ 

sin. \L (sin. — y cos. \J/) 
et du côté de la limite infé'rieure. 



Pf + K sin. 
sin, 1/ (sin. \J/ +f cos. \£) 

On 
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On voit que la valeur de M , convenable au cas où on fait abstraction 
du frottement et de l’adhérence , n’est pas , en général , ainsi que j’en ai 
prévenu art. 606 , moyenne arithmétique entre ses valeurs, limites. 

63o. Ces déterminations et ces remarques sont curieuses et peuvent être 
appliquées utilement dans plusieurs circonstances. Au reste, les considé- 
rations générales, auxquelles toute la théorie des limites des forces M et 
P se trouve liée , sont susceptibles d’être présentées d'une manière directe 
et fort simple. 

Soit le plan incliné BC sur lequel le corps pesant P est posé en T , 
PT étant la direction et le sens d’action de la pesanteur, et Ai 2’ la direc- 
tion et le sens d’action de la puissance M. J’élève la perpendiculaire 
TK sur B C , dans le plan MTP , et je mène, dans le même plan, les 
Jignes TF et TF 1 faisant, chacune, avec T K un angle égal à l’angle <p 
du frottement. Soit ÇT’la direction de la résultante de M et de P j le» 
directions des deux composantes étant supposées constantes, la direction 
de QT ne peut varier que par les changements d’intensités de M et de 
P j or si on suppose, d’abord, que QT se confonde avec K T, on aura 
le cas de l’équilibre sans frottement; introduisant ensuite le frottement 
(je suppose, pour simplifier, que l’adhérence est nulle) et augmentant 
la valeur de M , convenable au cas d’équilibre dont je vie*» de parler, 
ou diminuant celle de P } qui convient au même cas, la ligne QT se 
mouvra dans l’angle K TM , en tournant autour du point T , et il y 
aura repos du système jusqu’à ce que QT «e confonde avec FTj alors 
la force M sera prête à mettre le corps P en mouvement dans le sens 
TC , et l’y mettra réellement, si par une nouvelle augmentation de son 
intensité , ou une diminution de P, on fait passer la direction de QT 
dans l’angle F T B. 

Si , à partir de la coïncidence de K T et de Q T et des valeurs de P 
et M qui ont lieu lorsque cette coïncidence existe, on eut augmenté P f 
ou diminué M , le mouvement de la ligne QT aurait eu lieu dans l’angle 
F’TK , l’état de repos du corps aurait subsisté jusqu’à la coïncidence 
de () 7’et de F"T , et lorsque QT serait entré dans l’angle F 1 TC le poids 
aurait commencé à se mouvoir dans le sens TB. 

Ainsi , en résumé, l’état de repos a lieu tant que la direction Q T , de 
la résultante de M et de P , se trouve dans l’angle F 1 TF , et le mouvez 

3 7 



Fig. 4 » 



t 
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mont est produit dans le sens TC ou dans le sens TB , suivant que la 

direction Ç T passe dans l’angle PT B ou dans l’angle PTC. 

De la direction la plu» avantageuse à donner à une force qui doit , ou fairo 
monter un poids le long d'un plau incliné , ou simplement empêcher sa 
descente. 



63i. La valeur de M, donnée art. 6aô, contient l’angle e formé par 
la direction de M et par la longueur du plan incliné, qu’on peut déter- 
miner de manière que M soit un minimum. 



Faisant donc 



(IM 

de 



— o on trouve 



— sin. e -)-/■ cos. e = o, d’où , tang. e = 

Ce résultat nous apprend qu’on employera le moteur avec le plus grand 
avantage possible , lorsqu’on lut donnera une direction faisant, avec la 
longueur du plan incliné, un angle égal h l'angle du frottement, et 
suivant qu’il devra surmonter le frottement et l’adhérence, ou s’en aider, 
son action aura lieu dans un sens tel qu’il tende, en même temps, à faire 
monter le corps le long du plan incliné ou à le soulever au-dessus de 
ce plan , ou à le presser contre ce même plan. 

63a. On a, pour la valeur minimum de AT, résultat de la détermina- 
tion précédente, 

T^os.^+Z'sin.vi'J+A 

(>+/*)* 



les signes supérieur et inférieur conviennent respectivement au i" et au 
2* emploi ù faire du moteur, expliqués dans l’art, précédent. 

633. I.a différence entre les deux valeurs minima que je viens de dé- 
terminer est égale à 

2 ( P f sin. -f À) 

(« +J a )T 



634- Pour comparer ces résultats avec ceux qu’on obtiendrait en don- 
nant h M une direction parallèle au plan incliné, direction qui, au pre- 
mier coup d’œil, pourrait sembler la plus favorable, il faut, dans l’équa- 
tion de l’art. 620, faire e = o , ce qui donne 

M=P (cos. y ±f sin. vf ) + K 
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valeur qui est toujours plus grande que celle de l’art. 63a puisqu'on a 

Ÿ > +T' 1 • 

635. On peut remarquer que , dans cette hypothèse particulière du 
parallélisme entre la direction de M et la longueur du plan incliné , la 
valeur de M convenable , pour l’équilibre, au cas où on fait abstraction 
du frottement cl de l'adhérence, est moyenne arithmétique entre la plus 
grande et la plus petite valeur que M peut prendre , lorsque le frotte- 
ment a lieu , sans que l’état de repos du système soit troublé. La varia- 
tion , du côté de chaque limite, est, art. 629, égale à P f sin. ru + K , 
la variation entre les deux limites est, art. 6a8, 2 (P f sin. a •+■ K) 

De U résistance due au frottement d’une corde qui s’enroule sur un cylindre. 

636. J’ai parlé, art. 609 de la grande résistance que pouvait opposer, 
par son frottement , une corde enroulée , d’un petit nombre de tours , 
sur un cylindre; il est bon de faire voir la conformité de la théorie avec 
cette vérité d'expérience. 

Soit un cylindre immobile , que je supposerai , pour fixer les idées , 
mis dans une position horizontale ; une puissance M est appliquée à 
l’extrémité d’une corde qui, après avoir fait un certain nombre de tours 
sur le cylindre , tient suspendu , à son autre extrémité , un poids P au- 
quel M doit faire équilibre , en profitant , pour alléger son effort , du 
frottement de la corde sur le cylindre. Ainsi P doit être prêt à surmon- 
ter M plus la résistance due au frottement. 

Soient a la longueur de la corde enroulée , depuis le premier point 
où cette corde touche le cylindre, du côté de point qui est l’origine 
de <x, jusqu’à un point quelconque de la partie enroulée ; r la tension 
de la corde à ce dernier point ; p la somme des pressions qui ont lieu 
sur les arcs élémentaires do , dans toute l’étendue de o j r le rayon du 
cylindre. 

Le poids P étant prêt à surmonter M et le frottement, il est évident 
que la tension r, à l’extrémité de o , doit faire équilibre au frottement, 
sur la longueur entière de o, plus à la force M j ce qui donne, y étant 
comme ci-dessus le rapport du frottement à la pression, 

(0 *—fp + M - 

Ensuite il résulte de la tension r, qui a lieu dans le sens de l’élément 
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de courbe do, une pression normale sur cet élément , égale au produit 

de r jwr le sinus de l’angle de contact ou par ■ , et cette pression, 

sur do, est la différentielle de la somme des pressions sur l'arc entier o , 
on a donc 



(•) 



dp — 



T do 



differentiant l’équation ( i ) et éliminant dp entre cette équation diffë- 

. . dr t do „ , 

rentiee et 1 équation (2), on trouve— ^ d ou 



( 3 )....^=Æ,et!o 6 .r=> + C. 

T r r 

Onaen même temps <7=oet r= M, d’où C=log. Mj et la tension, 
ù un point quelconque, se calcule par l’équation, log. 
de laquelle on déduit, en passant des logarithmes aux nombres. 




( 4 ) 



r = Me r 



-e est le nombre dont le logarithme naturel = 1 ; on a «=2,71828 et 
le logarithme vulgaire de 6 = 0,48429448. 

On voit, par l’équation (4) que les longueurs o croissant en progres- 
sion arithmétique, les tensions r croissent en progression géométrique. 

637. Pour connaître, d’après ces déterminations et ces valeurs, l’a- 
vantage que M retire du frottement de la corde, désignons par A la 
longueur totale de sa partie enroulée sur le cylindre, et observant qu’lt 
l’extrémité de A, du côté de P , la tension = P, on a d’après l’équation 
(4) de l’article précédent, 

fl £1 

P — Me T . d’o ù M — P : e r 



Je suppose y=j (et il serait aisé de rendre cette valeur encore plus 
forte, pour une corde de chanvre enroulée sur du bois) et faisant suc- 
cessivement A égale au produit de la circonférence décrite du rayon r 
par les nombres 7, 1,2, 3 , etc., je forme la table suivante 



Digitized by Google 






; 



S E C T 1 


ION QUATRIÈME. 


Pour 1 tour . . 


. ... M — 0,35 106. P 


1 tour . . 


. ... M = 0 , 12320 . P 


2 tours . . 


. ... M = 0,01519. P 


3 tours . . 




4 tours. . 


. ... M — 0,00023. P 


5 tours. . 


. ... M — 0,000028. P 


etc. 





On voit que, pour un seul tour, l'effort M est déjà moindre que la 
8' partie du poids dont il doit empêcher la desrente; cet effort diminue 
ensuite suivant une progression très-rapide, et, passé 4 ou 5 tours, M 
peut être -considéré comme infiniment petit par rapport à P. 

Application de la théorie du plan incliné à la poussée des terres, en ayant égard 
au frottement et à la cohésion. 

638 . J’ai publié, en 1804, un petit traité théorique et pratique sur 
la poussée des terres , la forme et les dimensions des murs de re- 
vêtement } qui contient des théorèmes nouveaux au moyen desquels il 
m’a été possible de donner très -simplement Uanalya* générale des pro- 
blèmes que ce sujet comporte, analyse qui, jusqu’alors, n'avait pas été 
donnée d’une manière aussi complète. Je vais déduire les propositions 
fondamentales de ma théorie de celles que j’ai précédemment démon- 
trées depuis l’art. 6 o 5 jusqu’à l’art 627. 

Soit AKFJ) une droite horisontale et ABCD la section, faite. par Fig- 43 
un plan vertical , d’une masse de terre homogène , appuyée contre un 
plan vertical (représentée par la ligne AB ) auquel le plan ABC U est 
perpendiculaire, et qui est le parement intérieur d’un mur de revê- 
tement. La masse de terre ABCD peut se trouver dans deux états qu’il 
faut soigneusement distinguer, dont l’un répond au cas où les molécules 
qui la composent conserveraient, entr'elles , la cohésion qu’elles ac- 
quièrent après un certain temps de repos, et l’autre au cas où ces terres 
auraient été fraichement remuées. 

Si le premier casa lieu et que, donnant à la verticale AB une hauteur 
suffisante, on suppose que les terres ne sont plus soutenues par le plan 
que cette verticale représente, une partie ABU de ccs terres se séparera 



Digitized by Google 



ap4 Statique élémentaire. 

do la partie KBCD, suivant une ligne de rupture BK, et on a reconnu , 

par expérience, que cette ligne était sensiblement une ligne droite. 

Dans le second cas la suppression du plan représenté par AB occa - 
sionnera , quelque soit la hauteur AB , l’éboulement d’une masse de 
terre ABF , sur une ligne de séparation BF plus inclinée que BK et 
qui est, comme cette dernière, sensiblement une ligne droite, ce dont 
on s’est pareillement assuré par l'observation. 

63 ç. I-es résistances surmontées par le poids des terres lorsque la 
rupture a lieu sur la ligne BK , sont la cohésion (qui j>eut , considérée 
sous le point de vue mécanique, être, à tous égards, assimilée à \'u- 
dhérence ) et le frottement. La première de ces deux résistances est 
détruite par le remuement des terres, lorsque la séparation a lieu sur 
la ligne BF, et le frottement reste seul. 

L'angle FBC ( BC étant une droite horizontale), est donc 1 ’ang/e 
du frottement , puisque, après l’éboulement du triangle FBA , la 
tendance que la pesanteur donne aux molécules , placées sur le talus 
FB, pour glisser dans le sens FB, est détruite par le frottement. 

640. Considérant les terres dans l’état de Cohésion et supposant que 
le profil ABB'A' a la stabilité nécessaire pour empêcher l’éboulement 
du triangle ABK , il est évident que si ce triangle, en conservant son 
poids, devenait un plan matériel de forme invariable, ayant sur BK le 
même frottement et la même cohésion que les terres, il se tiendrait, 
par lui -même en équilibre sur cette ligne BK, et la ligne AB ne sup- 
porterait aucun eflort. Mais dans l'état réel des choses les terres tendent 
à couler sur toute ligne BG menée dans l’angle KBA, et si les masses 
ABC et GBCD devenaient parfaitement solides, la cohésion et le 
frottement naturels aux terres continuant d’avoir lieu sur la ligne BG, 
ces résistances ne seraient plus capables de retenir seules le triangle 
ABG sur cette ligne, et il faudrait, pour empêcher sa descente, leur 
réunir une force horizontale que je désigne par M. 

641. J’observe maintenant que, parmi les positions qu’on peut don- 
ner au point G , sur l’horizontale K A , il y en a deux qui rendent nulle 
la force M et qui sont en K et en A } en effet, dans la première posi- 
tion la masse se soutient par le frottement et la cohésion , dans la se- 
conde la masse s’évanouit. 11 y a donc une position de G, entre A et K , 
qui rend M un maximum , et cette plus grande valeur de Al est celle 
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de l’effort horizontal que la verticale AB a à supporter par la pression 
du profil des terres qu'elle soutient. 

642. La détermination importante , pour l’objet de recherche qui nous 
occupe, est donc celle du maximum de valeur de M, et il faut d'abord 
trouver l’expression générale de cette valeur correspondante à un angle 
quelconque G B A ; je vais la déduire de l’équation (2) de l’art. 627. 



^ P — K { cos. 4- sin. îjj tang. (■<! 4- <p) { 

tang. (vl +<p) 

Je prends le signe inférieur partout où il y a un double signe, vu que 
par l’état de la question , les résistances dues à la cohésion et au frot- 
tement, doivent concourir avec M pour soutenir le triangle ABU sur 
la ligne B K. 

D’après la notation convenue art. 6 15 et 6 * 3 , on a angle FBC = £ , 
angle G B A = \i ; faisant ensuite A B — h, désignant par II le poids 
de l’unité de surface du profil ABC D et par h la cohésion sur l’unité 
de longueur, le poids du triangle ABG sera } TI Z» tang. -ÿ — Pj et 

h h 

la cohésion, sur la longueur totale BG , sera r = K. 

° COS. Y 

643. Ces valeurs, introduites dans l’équation (2) de l’article 627, la 
changent en 



Tl h * tang. ( h h 

2 tang. jtang. (tJ + £) 



4-/7/ tang 



ang.-^J- 



644. Faisant, dans l’équation de l’article précédent 



dM 

’ <u 



o, on a 



a/7 a ? { 4aM 6- & + *) _ tang. il \ 

\ cos.* 1/ cos.» (■£+$)) f I , 

tang.» (ié + <p) V «W _ sn.’ 

11 n’est pas difficile de s’assurer qu’en faisant dans cette équation 
tâ = t complément de £ , le terme multiplié par j TI //* et le terme 
multiplié par Z s’évanouissent chacun en particulier ; ainsi nous voilà 
parvenus au théorème fort simple que j’ai donné, le premier, dans mon 
traité, cité art. 638. « Le prisme de plus grande poussée des terres sou- 
« tenues par un plan vertical, est celui dont la face inclinée (la surface 
« des terres est supposée horizontale) fait, avec ce plan, un angle égal 
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« à la moitié de celui que forme, avec le même plan, la ligne de talus 
« des terres fraîchement remuées et dont la cohésion est détruite. » 

645. Il est à remarquer que ce théorème donne , entre les angles i}> 
et <p , une relation entièrement indépendante de la cohésion. Pour 
mettre en évidence la compatibilité de cette propriété curieuse avec 
les applications à faire de l’analyse précédente, j’ai déterminé dans 
mon traité, ci-dessus cité, la relation générale qui existe entre les 
angles KBA et Fil A formés, respectivement, avec la verticale, par 
les lignes de talus des terres cohérentes et des terres fraîchement re r 
muées, et j’ai démontré que lorsque la hauteur A II excédait celle sur 
laquelle on peut fouiller, h pic, les terres cohérentes, sans qu’elles s’é- 
boulent, l’angle KBA qui , d’après mon analyse, dépend de la hauteur 
AB, était toujours plus petit que l’angle FBA et plus grand que la 
moitié de cet angle. 

J’ai fait voir, de plus, que, lorsque la hauteur AB était égale k celle 
sur laquelle on peut fouiller les terres à pic sans qu’elles s'éboulent, la 
même analyse donnait une valeur nulle de la poussée horizontale corres- 
pondante h l’angle sous lequel cette poussée doit, en général , être un 
maximum, et qu’ainsi cette poussée était nulle, non seulement sous l’angle 
dont je viens de parler , mais sous tous les angles possibles , ce qui est 
d’ailleurs évident , d’après l’hypothèse sur laquelle on raisonne. 

646. Gn ne peut pas douter, pour peu qu’on soit accoutumé à saisir 
l’esprit du calcul et à interpréter l’analyse, que l’angle <p , dont la re- 
lation avec il est donnée (dans le cas du maximum de M) par l’équa- 
tion \l> — 7 complément de <p (art. 644), ne soit réellement l’angle du 
frottement ; introduisons ce demi-complément de <p dans l'équation gé- 
nérale de l’art. 6 q 3 , appliquée au cas où la cohésion étant détruite, le 
frottement serait Ja seule résistance au glissement des terres le long de 
la ligne de talus , et pour cela , faisons 0 = -J-.tr — r ( je désigne par tr 
la demi-circonférence dont le rayon = 1 ) et k =0, l’équation de l’art, 
cité deviendra 



J IJ h 1 tang 'J 
tang (ï-T+iJ — r) 



= J II h* tang. tang. (r — iJ) 



la puissance horizontale M s’évanouit lorsque \J/ = r , pareeque r est 
l'angle formé par la ligne de talus et par la verticale, lorsque cette ligne 
dé talus est celle sur laquelle les molécules de terre se soutiennent par 
le seul frottement. 

C'esV 
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C’est par ce raisonnement et par la marche d’analyse suivie dans les 
articles précédents qu’un géomètre du premier ordre , à l’occasion de 
quelques discussions auxquelles ma théorie a donné lieu, a pris la peine 
de vérifier mes résultats qu’il a trouvés parfaitement exacts à tous égards. 

647. En exprimant Af par une fonction déduite des formes des murs 
de revêtement et employant convenablement, le théorème de l’art. 644, 
on obtient toutes les déterminations dont les constructeurs ont besoin. 

Ces détails doivent être étudiés dans l'ouvrage même où je les ai consi- 
gné et dont on explique chaque année aux élèves les principales propo- 
sitions dans le cours de constructions publiques. 

648. Lorsque j'en serai à la partie du cours de ma mécanique qui 
traite de Y équilibre fies fluides , je ferai voir comment ma théorie 
de la poussée des terres s'applique à tous les degrés de consistance 
qu’elles peuvent avoir, depuis la cohésion infinie, ou la dureté parfaite, 
jusqu’à la fluidité parfaite. 

De l’équilibre du levier et de la poulie, en ayant égard au frottement. 

649. Le levier et la poulie sont, ainsi que je l’ai déjà observé, ou Fig. 440»*. 1 et a 
munis d'axes avec lesquels ils font corps, *x- «p»* écornent dans des 

bottes ou ouvertures circulaires immobiles, ou percés eux-mêmes, de 
trous circulaires à travers lesquels passent les axes fixes. La fig. 44, n°i 
et 2, représente deux leviers dont l’un, n° 1 , se rapporte au H". cas 
et l'autre, n° 2, au 2*. cas. 1 

Je suppose que chacun de ces leviers est sollicité par des forces agis- 
sant dans un plan perpendiculaire à son axe, qui est le plan de la figure; 
j’appelle Al la résultante (dont l'Aï est la direction et le sens d’action) 
de toutes les forces qui tendent à faire tourner dans un sens, et je dé- 
signe par R la résultante (dont IV R est la direction et le sens d’ac- 
tion) de toutes les forces qui tendent à faire tourner dans le sens opposé. 

Lorsqu’il y aura équilibre, l’axe et l’ouverture circulaire (ouverture 
dans laquelle tourne l’axe n° 1 , ou qui tourne sur cet axe n° 2) entre 
lesquels il doit toujours y avoir un peu de jeu , seront en contact en un 
point T par où passe la résultante des forces Met R, laquelle ne doit 
pas, eu égard au frottement, être perpendiculaire à la tangente com- 
mune TL des deux courbes en contact, mais doit, au moment où 
1 ’ . 38 
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l'équilibre est prêt à se rompre, faire, avec cette tangente, un angle 
complément de l’angle du frottement, ou autrement , faire, avec la per- 
pendiculaire TK ii cette tangente , un angle égal à l’angle du frottement. 

Je rapporterai les directions , tant des forces que des résistances dues 
au frottement, aux deux axes coordonnés AX et A Fj a. ' et a" repré- 
senteront les angles formés par l’axe AX et parles directions respectives 
de M et de B j 0 sera l’angle formé par le même axe AX et par la 
tangente au point de contact T qui est la ligne suivant laquelle la 
résistance du frottement se fait éprouver; A désignera l’angle compris 
entre les directions de M et de B , N la pression normale au point T, 
J le rapport du frottement à la pression normale, J N étant, par consé- 
quent la valeur de ce frottement; on aura CD = a et CB — b, CD et 
CB étant les perpendiculaires respectives abaissées du centre C (qui 
est celui de l’axe, n° 1 , et celui de l’ouverture circulaire, n° a,); enfin 
p est le rayon de l’axe, n° 1 , et de l’ouverture circulaire n°a. 

65o. La force M est censée prête à mettre le levier en mouvement, 
en surmontant B et la résistance du frottement ( j’assignerai bientôt 
les limites entre lesquelles M et B peuvent varier) et considérant la 
pression normale N et le frottement fN, comme des forces actives 
appliquées au levier, l’une dans le sens T K et l’autre dans le sens TL, 
on peut poser les équations d’équilibre comme si le corps était libre. 
Il faut faire attention, relativement aux composantes des forces fN, 
quelles ont des signes différents dans le cas du n° 1 et dans celui du n° a. 

On a» ainsi, les équations d’équilibre 



. I M cos. a! ■+■ B cos. a" = Ns\n. 0 +jfA''cos. 0 

| M sin. a' + B sin. a" = iVcos. 6f. f N sin. 0 
(a) Ma — B b =fp N 

65i. Faisant la somme des équations ( 1 ) de l’article précédent, après 
avoir élevé au carré chacun de leurs membres, l’angle 6 s’élimine et on 
a , en observant que a" — a' — A , 

, « ^ _ 1 + 2 MB cos. A + B* Y » 

\ 1 + S- J 

l’équation (a) du même article donne 



(*) 



JV = 



Ma — B b 



on âéduit de ces deux équations 



Se 
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f p ( M* + 2 M R cos. ^ + R 1 Y* 

(3) Ma = Rb + ; - 

(>+y i ) T 

L’expression (.V* + 2 MR cos. .è-f/? 1 )? est, art. 5i, la valeur de la 
résultante de M et de R. 

65a. L’équation (3) de l’article précédent donne, en observant que 

I 

(a* + 2 a b cos. A + b*)‘ est la distance entre les points D et R où se 
trouvent les pieds des perpendiculaires abaissées du centre C sur les 
directions des forces M et R , désignant cette distance par c , et faisant, 

de plus + ■— J = q », 

M _ abq* + p*cos.A ±pl/ÿ»c» — p» 8 in»,l 
^ a* q * — p» 

Il y a beaucoup de cas de pratique qui permettent de négliger le 
carré p* et on a, alors, l’équation très-simple 

653. Lorsque les directions de M et de R sont parallèles, c — a + b, /l = o, 

et l’équation (i) de l’article précédent devient ,. 

M a fi </* + (>* i'pq(e+'Â) 

^ R a* q * — p* 

et en négligeant p* 

. . e("+ i ) 

' ' R a — a x q ’ , 

654- Pour avoir le cas de la poulie, il suffit de faire a — b et l’équa- 
tion de l’art. 65a devient 

M a*q* + p*CC)S.A±(>l/ r <f ‘ c» — p- ,i„' î T 

R a* q* — p* 

et en négligeant p* 

, S M , PC 

* ' R — a 1 q 

Si les forces sont parallèles cette dernière éguation devient 

< 3 > 4=’±^p 
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Ces diverses équations peuvent être fort utiles dans la pratique; on Voit 
que dans les poulies qui se rapportent au n°s, et qui sont celles dont 
on se sert dans la marine, le frottement ne dépend pas du diamètre de 
l’axe, mais de celui de l’ouverture circulaire pratiquée au centre de la 
poulie qui tourne sur l’axe. 

Des variations que peuvent subir deux puissances appliquées à un levier, sans 
que l'état de repos de ce levier cesse d’avoir lieu. 

655 . Une marche de raisonnement semblable à celle que jai employée 
art. 62 o , pour le plan incliné, va donner très-simplement , et sans cal- 
cul, le théorème d’après lequel on pourra aisément déterminer les varia- 
tions que les deux jHiissances M et R, appliquées au levier, peuvent 
subir, sans que l’état de repos de ce levier cesse d’avoir lieu. 

. 45 Soit le cercle AB , qui a son centre en C , la coupe transversale du 
cylindre GG', figure 44, n°. t , ou de l’ouverture GG' n°. 2, et T le 
point où la direction QT de la résultante de M et de R vient couper 
ce cercle , T étant , comme dans les figures 44 , n°*. 1 et 2 , le point sur 
lequel la pression normale N et le frottement fN ont lieu. Menant, par 
le point T, une tangente TJ L au cercle AB, le levier se trouve dans 
l’état d’un corps posé sur le plan incliné L' L et sollicité par une puis- 
sance dirigée suivant QT , résultante de M et de R que je désigne par 
(), et dont la composante , perpendiculaire à L' L, produit la pression 
jV et le frottement fN. Soit KTC la direction de cette dernière com- 
posante (qui a pour valeur () X sin. QTL) et traçons deux droites TF, 
TF 1 faisant, avec T’A un angle égal h l’angle <p du frottement ; d’après 
ce que j’ai expliqué précédemment , la résistance f N, qui a son effet 
sur la ligne LL', annulera l’action de Q , prise dans le sens de cette 
même ligne , tant que la direction QT sera comprise dans l’ângle F'TF} 
Q sera prêt à vaincre le frottement et à produire un mouvement nais- 
sant, lorsque Q T se confondra ou avec F T ou avec F 1 T; le mouvement 
sera produit si cette direction QT se trouve, soit dans l’angle FTL , 
soit dans l’angle F 1 TL' j enfin la coïncidence de Q T et de K T assure 
l'équilibre, indépendamment du frottement. 

656 . Il est aisé d'obtenir, par les considérations précédentes, les li- 
mites des valeurs , soit de M soit de R , entre lesquelles le système se 
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maintient dans l’état de repos; j’en supprime le calcul, pour abréger, 
mais si on veut déduire des mêmes considérations une expression analy- 
tique de conditions équivalentes à celles que je viens d’assigner, on 
mènera les lignes Cb , Cb' , respectivement perpendiculaires sur F T 
et FT prolongées; désignant par h chacune de ces perpendiculaires, 
qui sont d’égales longueurs, et se rappelant que le rayon TC et l’angle 
FTK ou FTK, ont été représentés par les lettres p et <p , on aura 



/< = 



p sin. <p , ou , en employant la valeur f — tang. p et observant que 



sin. p 



v. 



tang- P> 

+ tang. 1 p 



J, 



fP 

^ > +/*' 



() K est la valeur du moment de la résistance Ç lorsque sa direction se 
confond avec ,F 7 'ou FT, et si on généralise la signification de h , en 
lui faisant représenter la perpendiculaire CS abaissée du centre C sur 



h f' 

Ç T prolongée, l’inégalité — < . ’ 

P ' • +./ J 



indiquera que la direction 



de Ç est comprise dans l’angle FTF , condition qui assure le repos du 

--p- te levier se meut 

K , +/• ^ 



h . / 



système, et l'inégalité — X 

P 

ou est prêt à se mouvoir. 

On a donc, pour condition unique d’équilibre , ou de repos } 

±<S = 

P V 'l +/» 



De la roideur des cordes et des chaînes; comment ou la fait entrer en consi- 
dération dans 1e calcul des machines. 



607. J’ai, jusqu’à présent , supposé parfaitement flexibles les cordes 
ou fils qui faisaient partie des systèmes dont les conditions d’équilibre 
ont été déterminées dans ce traité ; mais les grosses cordes et les cables , 
qu’on est obligé d’employer en se servant des machines, opposent à leur 
flexion des résistances qui ont une influence sensible 9ur les effets de ces 
machines, et dont il faut tenir compte dans le calcul. 

Soit si B le diamètre horizontal d’une poulie ayant son axe et son F ‘g- 46 
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centre de mouvement en C ; P et Q des poids suspendus au* extrémités 
E et D d’une corde EBAD enroulée sur la poulie. Faisant abstrac- 
tion du frottement on doit avoir, pour l’équilibre, P = Q , mais la 
roideur de la corde peut, seule, empêcher que cette égalité n’ait lieu, 
et voici comment cet effet se produit. 

Le poids P , étant celui qu'on destine à opérer, par sa descente , l’as- 
cension du poids Q, tend à faire enrouler, sur la poulie, l’extrémité 
supérieure de la portion de corde DA j mais la roideur de cette corde 
s’oppose k sa flexion et l’effet de cette résistance est d’écarter le poids Q 
de la verticale menée par le point A , et de placer son centre de gravité 
dans une verticale sa plus éloignée du centre C que le point A. 

Le contraire a lieu , du côté de B et le centre de gravité du poids P 
se trouve dans une verticale br plus rapprochée du centre C que le 
point B j on peut, pour plus d’exactitude, supposer que A et B sont 
des points placés à la rencontre de l’axe de la corde et du diamètre 
horizontal de la poulie. 

Dans cet état des choses, le moment du poids P sera P X Cb , ou 
P X ( BC — B b), le moment de Q sera Q X ( CA + Aa ), et on aura, 
par la condition de l’équilibre, 

PX (CS — Bb) = QX(CA + Aa) 

658 . On déduit de cette équation en faisant CA — CB —rj Aa—ej 
Bb—P. 



P-Q = 



e + P 

r — e* 



Q 



Tel est l’excès de valeur que P doit avoir sur Q pour être prêt à opérer 
son ascension, en surmontant la résistance due à la roideur de la corde. 

659. e et P sont des quantités k déterminer par expérience, et je 
puis déjà dire que la résistance de la corde à se dérouler au point B a 
été reconnu si foible qu’on peut la négliger dans le calcul, au moyen 
de quoi l’équation de l’article précédent devient 

P-ç=~r Q- 

expression de la résistance due à la roideur de la corde, d’une exacti- 
tude suffisante pour la pratique. 

660. Je vais, maintenant, chercher une autre expression de la même 
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résistance, dans laquelle entrent des quantités dont la détermination, 
par l’expérience, offre plus de facilité que celle de la quantité e, dont 
elles pouront faire connaître la valeur. 

J’observe d’abord qu’une corde tendue oppose h sa flexion, i° une 
résistance constante provenant de son ourdissage et indépendante de 
sa tension; 2° une résistance variable provenant de sa tension. 

La première résistance étant désignée par Am, et la a' par ArtQ, 
leur somme sera A (/» + «()), Q étant la tension, m et n des cons- 
tantes, et A une fonction du diamètre de la corde et de celui du cylindre. 
Or le raisonnement et l’expérience s’acordent pour prouver que les ré- 
sistances dues à différentes cordes, qui s’enroulent sur des cylindres de 
différents diamètres , suivent les raisons inverses des rayons de ces 
cylindres et les raisons directes d’une certaine puissance fi des diamètres 
de ces cordes, ensorte que dans l’expression générale A ( m + n())on 

M* 

doit avoir A = , k étant le diamètre de la corde et r le rayon 

du cylindre, et cette expression devient 
i é* 

-7- {m + nQ). 

661. Cette même résistance a été trouvée art. 65 9, égale à —— Q , 

et en égalant ses deux valeurs entr’elles, on a 

k f 4 ( m + n Ç> ) 

f== 9 

C’est l’expression d’une augmentation du bras de levier du poids Q 
dont l’effet équivaut k celui de la résistance due k la roideur de le 
corde ; ainsi on peut introduire cette résistance dans le calcul par la 
règle suivante. 

« Ayant l’expression des conditions de l’équilibre d'une machine , 
« conformes aux règles théoriques et pratiques précédemment établies, 
« s’il se trouve, dans cette machine, une corde dont le diamètre soit k 
« et la tension Ç , tirant tangentiellement à un cercle dont le rayon — r, 
« sur lequel elle doit s’enrouler, on aura égard à sa roideur, dans l’é- 
« valuation du moment de Ç par rapport au centre du cercle, en subs- 
« tituant à r la quantité r + e » 

11 faut observer que cette augmentation du rayon de r ne doit lui 
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être atribuëe qu’en tant qu’il est considéré comme le bras de levier 
de Q , et qu’on ne doit rien changer à sa valeur dans les expressions où 
il est employé d'une autre manière. 

66a. Voici des résultats d'expériences, tirés de la 5 e section de la i re 
partie de mon architecture hydraulique , pour servir à la détermina - 

tion numérique des constantes de l’expression ( m + n Q )j ces 



expériences faites avec beaucoup de soin par feu M. Coulomb, membre 
de l'Institut, donnent les poids nécessaires pour plier difl'éren tes cordes 
autour d’un rouleau de o, 111 ^™ 0.S4. de rayon 



Indication 

DES CORDES 


ClRCONFÉ- 
R E N C B 
DES CORDES. 


Poids par 

MÈTRE DE 
LONGUEUR 


Poids cons- 
tants ou 

VALEUR DE 

k u 

- m 

r 


Poids pro- 

PORTIONKL 
A UNE CHAR- 
GE DK CENT 
KILOG. OU 
VALEUR DE 

k!t 

— a X 1 QQ 

r 


Corde blanche de 


Millimètres. 


Gramme#. 


Kilogrammes 


Kilogrammes 


3 a fil* de carret. 
Corde blanche de 


61 


>83,4 


2,1 


9,0 


lit fila de carret. 
Corde blanche de 


il 


144,8 


0,6 


5,i 


6 . fil# de carret. 
Corde goudronnée 


il 


5a , 2 


0,1 


2,2 


de 3 a fils de carret. 
Corde goudronnée 


7± 


33a , 6 


375 


11,6 


de fils de carret. 

Corde goudronnée 




i63,a 


1,0 


5,6 


de (t fils de carret. 


2a 


69,3 


0,2 





On pourra, pour les cordes blanches, faire f t — \_j_ lorsque ces cordes 
seront neuves, et fx = 1^4 lorsqu’elles seront usées. La roideur des 
cordes goudronnées, est, toutes choses égales d'ailleurs, sensiblement 
proportionnelle au nombre de (ils de carret qui entrent dans ces cordes. 
( Voyez axL-i 177, et suivants de mon ouvrage ci-dessus cité, les moyens 

que 
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que j’ai employés pour la détermination numérique de m et de ». ) 

663. Il me reste à parler de la résistance due à la roideur des chaînes, 
et ce que j’ai à dire s’appliquera U la chaîne représentée par la fig. 47 h'g. 47 
dont les chaînons sont assemblés les uns aux autres par des axes. Cette 
chaîne enroulée sur une poulie dont AB est le diamètre horizontal {les 
points A et B peuvent être supposés placés aux centres des axes des 
chaînons), porte, à ses extrémités, des poids P et Q. Ces poids sont 
écartés de la verticale par le frottement que chacun des chaînons, placés 
en R et A , exerce sur son axe. Nommant 17 et ri' les résistances respec- 
tives des frottements qui ont lieu autour de ces axes, et (> la longueur 
commune de leurs rayons, les moments des frottements seront (> a et 
fft’j et comme c’est la résistance due au frottement qui tient les centres 
de gravité des poids P et Ç aux distances respectives B b et A a des 
verticales passant par les points B et A, on doit avoir P Y B b =ç>n et 
Ç X A a = çm '. 

On déduit de ces équations 




et, comme, en désignant par r le rayon de la poulie, les condition* 
d’équilibre donnent 

(a) KX (r— 2TC) = Ç> X (r+Aa)j 

on a ultérieurement pour la valeur de P — Ç 



(3) P-Ç= -f OHV) 



664. Les quantités fl et fl' ne peuvent pas être fort differentes l’une 
de l’autre, car leur différence n’est qu’une fraction de l’excès de P sur Q 
nécessaire pour vaincre le frottement; ainsi on peut faire >? + /?' = a n, 
et l’équation (3) de l’article précédent devient 



P-Q = 



a en 
r 



665. Le frottement étant égal au produit de la pression par un nombre 
constant on a ri = fQ> d’où 

(0 P — Ç= -^-Q 

valeur, adaptée aux calculs pratiques, de l’excès que P doit avoir sur Ç } 
1 39 
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eu égard à la roideur de la chaîne. L’excès correspondant du moment 

de JP est ij fÇs ainsi on a, dans le cas d'équilibre, P r= Qr+afpQ, ou 

<*) Pr = Q( r + *fe)- 

I.a quantité a fp remplit ici la même fonction qu’on a vu faire, art. 661 , 

à la quantité — yr — , lorsqu’il s’est agi de la roideur des 

^ 1 . . . 

cordes ; et la règle, donnée à ‘'article cité, s’applique, sans restriction, 
à l’emploi de afp comme augmentation de la valeur du bras de levier 
du poids Q. 

Le rapport y" est la seule quantité à déterminer par expérience et 
on trouvera, dans la 5 e section de la i r * partie de mon Architecture 
hydraulique } les résultats des meilleures expériences qui aient été 
faites sur le frottement des axes. 



Fin de la quatrième section de la statique, et de 

LA PREMIÈRE PARTI E DES LEÇONS DE MÉCANIQUE. 
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